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FORMES MODULAIRES DE HILBERT MODULO p
ET VALEURS D’EXTENSIONS GALOISIENNES†
par
Christophe Breuil & Fred Diamond
Re´sume´. — Soit F un corps totalement re´el, v une place de F non ramifie´e di-
visant p et ρ : Gal(Q/F )→ GL2(Fp) une repre´sentation continue irre´ductible dont
la restriction ρ|Gal(Fv/Fv) est re´ductible et suffisamment ge´ne´rique. Si ρ est modu-
laire (et satisfait quelques conditions techniques faibles), nous montrons comment
retrouver l’extension correspondante entre les deux caracte`res de Gal(Fv/Fv) en
terme de l’action de GL2(Fv) sur la cohomologie modulo p.
Abstract. — Let F be a totally real field, v an unramified place of F dividing
p and ρ : Gal(Q/F )→ GL2(Fp) a continuous irreducible representation such that
ρ|Gal(Fv/Fv) is reducible and sufficiently generic. If ρ is modular (and satisfies some
weak technical assumptions), we show how to recover the corresponding extension
between the two characters of Gal(Fv/Fv) in terms of the action of GL2(Fv) on
the cohomology mod p.
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1. Introduction
Soit F un corps totalement re´el, v une place de F divisant p et Fv le comple´te´ de
F en v, le H1 e´tale modulo p de tours de courbes de Shimura sur F de niveau en v
arbitrairement grand fournit des repre´sentations lisses de GL2(Fv) sur Fp que l’on
aimerait comprendre. Si f est une forme de Hilbert propre pour les ope´rateurs de
Hecke de repre´sentation galoisienne modulo p associe´e ρf irre´ductible, on aimerait
par exemple de´ja` savoir de´crire la partie ρf -isotypique de ces repre´sentations de
GL2(Fv). Ceci est chose faite lorsque Fv = Qp (au moins lorsque F = Q [19],
mais cela devrait s’e´tendre a` tout F ) mais demeure largement myste´rieux lorsque
Fv 6= Qp.
Une des premie`res tentatives a e´te´ de comprendre les repre´sentations de
GL2(OFv) apparaissant (a` multiplicite´ pre`s) dans le GL2(OFv)-socle de cette par-
tie ρf -isotypique : dans [8], les auteurs donnent une liste conjecturale explicite de
ces “poids de Serre” lorsque Fv est une extension non ramifie´e de Qp, conjecture
qui vient d’eˆtre comple`tement de´montre´e par Gee et Kisin ([25], voir aussi le
travail a` venir de Newton). Cette liste ne de´pend que de la repre´sentation locale
ρf |Gal(Fv/Fv) (et meˆme seulement de sa restriction a` l’inertie). A` la suite de [8],
des repre´sentations lisses admissibles de GL2(Fv) sur Fp avec les GL2(OFv)-socles
de [8] ont e´te´ construites dans [5] de manie`re purement locale en supposant
ρf |Gal(Fv/Fv) suffisamment ge´ne´rique. Des re´sultats re´cents d’Emerton, Gee et
Savitt ([20]) (faisant suite a` des re´sultats partiels dans le cas de varie´te´s de
Shimura compactes a` l’infini (cf. [3]) et des calculs informatiques de Dembe´le´
(dans le meˆme cadre, cf. [15])) montrent que la partie ρf -isotypique ci-dessus
contient l’une des repre´sentations de [5] (lorsque ρf |Gal(Fv/Fv) est ge´ne´rique).
Mais l’une des nouveaute´ de [5] est que, de`s que Fv 6= Qp (avec Fv non ramifie´e),
alors il y a e´norme´ment de repre´sentations lisses admissibles de GL2(Fv) sur
Fp de socle fixe´ (celui correspondant a` ρf |Gal(Fv/Fv)). Plus pre´cise´ment, dans
les “diagrammes” que contiennent les repre´sentations de [5] apparaissent de
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multiples “parame`tres” dont le nombre grossit exponentiellement avec le degre´
[Fv : Qp] et dont les valeurs sur la partie ρf -isotypique ci-dessus (suppose´e
contenir l’un de ces diagrammes) sont pour la plupart a` ce jour myste´rieuses (par
exemple, on ignore si toutes sont locales, i.e. ne de´pendent que de ρf |Gal(Fv/Fv)).
Du coˆte´ repre´sentations de Galois, il n’y a pas de parame`tres nouveaux
qui apparaissent lorsque l’on passe de Gal(Qp/Qp) a` Gal(Fv/Fv), sauf si la
repre´sentation de Gal(Fv/Fv) est une extension non scinde´e entre deux ca-
racte`res : on sait en effet que l’espace de ces extensions est ge´ne´riquement de
dimension [Fv : Qp] sur Fp. Une question naturelle se pose alors : est-ce que
parmi les nombreux parame`tres qui apparaissent coˆte´ GL2(Fv) il s’en trouve
au moins quelques uns dont les valeurs de´terminent comple`tement l’extension
entre les deux caracte`res de la repre´sentation de Gal(Fv/Fv) lorsque celle-ci est
(ge´ne´rique) re´ductible non scinde´e ? Le but de cet article est de montrer que
oui : lorsque ρf |Gal(Fv/Fv) est ge´ne´rique re´ductible, nous montrons d’une part
que certains des parame`tres de [5] coˆte´ GL2(Fv) sont bien de´finis (sans aucune
conjecture) sur la partie ρf -isotypique du H
1 e´tale ci-dessus, et d’autre part que
leurs valeurs permettent de retrouver effectivement l’extension pre´cise entre les
caracte`res de ρf |Gal(Fv/Fv). Notons que ce genre de re´sultat n’a d’e´quivalent ni
modulo ℓ 6= p (puisque ge´ne´riquement il n’y a pas d’extension non scinde´e entre
deux caracte`res de Gal(Fv/Fv) modulo ℓ 6= p) ni modulo p pour Gal(Qp/Qp)
(puisque ge´ne´riquement il y a alors une seule extension non scinde´e).
E´nonc¸ons maintenant plus pre´cise´ment les re´sultats principaux de l’article.
On suppose donc Fv non ramifie´e et on note kv son corps re´siduel. On fixe
une repre´sentation continue, irre´ductible, totalement impaire ρ : Gal(Q/F ) →
GL2(Fp) et on suppose que ρ|Gal(Fv/Fv) est re´ductible ge´ne´rique, c’est-a`-dire de la
forme (quitte a` tordre par un caracte`re) :
ρ|Gal(Fv/Fv) ∼=
nrv
∏
σ:kv →֒Fp
ωrv,σ+1σ ∗
0 nr′v

ou` rv,σ ∈ {0, · · · , p − 3} (non tous e´gaux a` 0 ou a` p − 3), ωσ est le caracte`re
fondamental de Serre associe´ au plongement σ et nrv, nr
′
v des caracte`res non
ramifie´s. On peut alors de´crire explicitement ρ|Gal(Fv/Fv) par le truchement de
son module de Fontaine-Laffaille contravariant :∏
σ:kv →֒Fp
(
Mσ = Fpe
σ ⊕ Fpfσ,Filrv,σ+1Mσ = Fpfσ
)
avec
{
ϕ(eσ) = αv,σe
σ◦ϕ−1
ϕrv,σ+1(f
σ) = βv,σ(f
σ◦ϕ−1 + xv,σeσ◦ϕ
−1
)
ou` αv,σ, βv,σ ∈ Fp× et xv,σ ∈
Fp. Maintenant, on suppose ρ modulaire, c’est-a`-dire :
πD(ρ)
de´f
= HomFp[Gal(Q/F )]
(
ρ, lim−→
U
H1e´t(XU,Q,Fp)(1)
)
6= 0
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ou` (XU)U est une tour de courbes de Shimura sur F associe´e a` une alge`bre
de quaternions D sur F de´ploye´e en une seule des places infinies de F ainsi
qu’aux places divisant p (U parcourant les sous-groupes ouverts compacts de
(D ⊗Z Ẑ)×). Sous quelques hypothe`ses techniques sur ρ (que nous n’avons pas
cherche´ a` optimiser, cf. de´but du § 3.3), on peut utiliser l’action de (D ⊗Z Ẑ)×
sur πD(ρ) aux places diffe´rentes de v pour de´finir un “facteur local” πD,v(ρ) en
v qui est une repre´sentation lisse admissible de (D ⊗F Fv)× ∼= GL2(Fv) sur Fp
(mais dont on ignore si elle ne de´pend que de ρ|Gal(Fv/Fv)). Notons que l’on ne
dispose pas ici a priori d’une factorisation de πD(ρ) “a` la Flath” (bien que cela soit
conjecture´, cf. [8, Conj.4.7] et le § 3.1), d’ou` la ne´cessite´ de de´finir soigneusement
ce facteur local πD,v(ρ).
Si J est un sous-ensemble des plongements de kv dans Fp, on de´finit la “frontie`re
de J” F (J) comme l’ensemble des plongements σ : kv →֒ Fp tels que ou bien
σ ∈ J et σ ◦ ϕ−1 /∈ J , ou bien σ /∈ J et σ ◦ ϕ−1 ∈ J ou` ϕ est le Frobenius usuel
x 7→ xp sur kv. Notons I(OFv) le sous-groupe de GL2(OFv) des matrices triangu-
laires supe´rieures modulo p et I1(OFv) ⊂ I(OFv) celui des matrices unipotentes
supe´rieures modulo p. Le premier the´ore`me associe a` πD,v(ρ) certains invariants
x(J) de Fp
×
qui apparaissent naturellement dans les diagrammes de [5, § 13]
(bien qu’ils n’y soient pas explicite´s).
The´ore`me 1.1. — Soit J tel que F (J) ∩ {σ, xv,σ = 0} = ∅. Il existe a` scalaire
pre`s un unique vecteur v ∈ πD,v(ρ)I1(OFv ) non nul sur lequel I(OFv) agisse par le
caracte`re
∏
σ∈Jσ
p−1∏
σ/∈Jσ
rv,σ⊗∏σ∈Jσrv,σ∏σ/∈Jσp−1 de I(OFv)/I1(OFv) ∼= k×v ×k×v
et un unique e´le´ment x(J) ∈ Fp× tel que l’on ait l’e´galite´ dans πD,v(ρ) :
∑
s∈kv
(∏
σ∈J
σ(s)p−1−rv,σ
)(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v = x(J)
∑
s∈kv
(∏
σ/∈J
σ(s)p−1−rv,σ
)(
[s] 1
1 0
)
v
ou` [s] est le repre´sentant multiplicatif de s dans OFv .
Lorsque {σ, xv,σ = 0} = ∅, les invariants x(J) ci-dessus sont les seuls invariants
de [5], mais il en apparaˆıt bien d’autres lorsque {σ, xv,σ = 0} 6= ∅. Les re´sultats
de [5] montrent par ailleurs que l’on peut construire des repre´sentations lisses
admissibles de GL2(Fv) sur Fp avec le GL2(OFv)-socle correspondant a` ρ|Gal(Fv/Fv)
et des valeurs presque quelconques de ces invariants x(J) (voir § 2.6), de sorte que
les valeurs prises par les scalaires x(J) du the´ore`me 1.1 ne peuvent pas du tout
eˆtre pre´dites a priori. Le deuxie`me the´ore`me donne ces valeurs pre´cises.
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The´ore`me 1.2. — Soit J tel que F (J) ∩ {σ, xv,σ = 0} = ∅, on a :
x(J) = −
(∏
σ∈J
αv,σ
∏
σ/∈J
βv,σ
)−1
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xv,σ(rv,σ + 1)
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xv,σ(rv,σ + 1)
∈ Fp×.
En particulier, on voit que ces valeurs sont locales, i.e. ne de´pendent que de
ρ|Gal(Fv/Fv), ce qui n’e´tait pas e´vident a priori. Notons que les scalaires αv,σ, βv,σ et
xv,σ ne sont pas de´finis de manie`re unique (comme le lecteur peut imme´diatement
le voir en faisant un changement de base surMσ qui respecte les structures), mais
on peut ve´rifier directement que les scalaires x(J) du the´ore`me 1.2 ne de´pendent
pas des choix faits. En particulier, on peut supposer tous les αv,σ (resp. βv,σ)
e´gaux a` 1 sauf un, donne´ alors par nr′v(p
−1) (resp. nrv(p−1)) et, quitte a` faire un
changement de base, on peut e´galement supposer que l’un des xv,σ vaut 1 (du
moins s’il existe un xv,σ non nul, mais dans le cas contraire ρ|Gal(Fv/Fv) est scinde´e
et les invariants x(J) donne´s par les the´ore`mes ci-dessus se limitent a` nrv(p) et
nr′v(p)). Le lecteur pourra alors ve´rifier, en prenant par exemple des J de la forme
{σ, σ ◦ ϕ, · · · , σ ◦ ϕj} pour σ et j convenables, que l’on retrouve facilement les
valeurs de tous les autres xv,σ non nuls a` partir des valeurs des x(J) du the´ore`me
1.2 et des rv,σ (cf. la remarque 2.1.2(iii)).
Le travail re´cent d’Emerton, Gee et Savitt ([20], voir aussi [3]) montre que, sous
nos hypothe`ses, la GL2(Fv)-repre´sentation πD,v(ρ) contient un des diagrammes
construits dans [5], notons le Dv(ρ). Une conjecture naturelle supporte´e par le
The´ore`me 1.2 ci-dessus est que Dv(ρ) est entie`rement local, c’est-a`-dire ne de´pend
que de la restriction de ρ a` Gal(Fv/Fv) (c’est par exemple le cas si {σ, xv,σ = 0} =
∅). Si l’on est optimiste on peut meˆme penser que toute la GL2(Fv)-repre´sentation
πD,v(ρ) pourrait elle-meˆme eˆtre locale. Bien que nous espe´rons que ces e´nonce´s
sont vrais, nous avons ne´anmoins choisi de ne pas les pre´senter sous forme de
conjectures. Une raison est que, en dehors des re´sultats de cet article et de
l’article de Hu [29], nous ne savons pour l’instant rien de plus sur les diagrammes
Dv(ρ), qui demeurent donc en ge´ne´ral largement myste´rieux (sans parler des
GL2(Fv)-repre´sentations πD,v(ρ)).
Disons quelques mots sur les preuves des the´ore`mes 1.1 et 1.2. Le coeur du
the´ore`me 1.1 est de montrer que le poids de Serre ⊗σ:kv →֒Fp(Symrv,σ Fp
2
)σ (voir
§ 2.1 pour les notations) apparaˆıt avec multiplicite´ un dans le GL2(OFv)-socle
de πD,v(ρ) (le fait qu’il apparaisse e´tait essentiellement de´ja` connu). Cela se
de´montre en utilisant les techniques de multiplicite´ un issues de la me´thode de
Taylor-Wiles comme inaugure´ par Fujiwara ([23]) et l’un d’entre nous ([16]). Un
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deuxie`me ingre´dient essentiel est que la repre´sentation de GL2(OFv) sur Fp :
ind
GL2(OFv )
I(OFv )
(∏
σ∈J
σp−1
∏
σ/∈J
σrv,σ ⊗
∏
σ∈J
σrv,σ
∏
σ/∈J
σp−1
)
n’a qu’un seul de ses constituants qui apparaˆıt dans ce GL2(OFv)-socle : a` savoir
le poids de Serre ⊗σ(Symrv,σ Fp2)σ ci-dessus. Cela se de´duit par exemple di-
rectement de [25] et d’un calcul facile (mais peut aussi se de´montrer de manie`re
plus e´le´mentaire sans utiliser [25]). Une fois ces deux ingre´dients disponibles,
l’existence de x(J) se rame`ne essentiellement a` de la the´orie des repre´sentations
(cf. proposition 2.6.1).
Le coeur du the´ore`me 1.2 est un calcul local coˆte´ Gal(Fv/Fv) et un autre
coˆte´ GL2(Fv). Coˆte´ Gal(Fv/Fv), on calcule la re´duction modulo p des valeurs
propres du Frobenius (multiplie´es par les bonnes puissances de p) sur les modules
de Dieudonne´ des repre´sentations potentiellement Barsotti-Tate de Gal(Fv/Fv)
de donne´e de descente [
∏
σ∈Jω
p−1
σ
∏
σ/∈Jω
rv,σ
σ ] ⊕ [∏σ∈Jωrv,σσ ∏σ/∈Jωp−1σ ] relevant
ρ|Gal(Fv/Fv) ([·] est le repre´sentant de Teichmu¨ller). Coˆte´ GL2(Fv), on calcule
la re´duction modulo p d’un scalaire x̂(J) ∈ Zp de´fini essentiellement comme le
scalaire x(J) du the´ore`me 1.1 mais a` l’inte´rieur de la se´rie principale lisse usuelle
en caracte´ristique 0 associe´e (par la correspondance de Langlands locale clas-
sique) a` la repre´sentation de Weil-Deligne d’une repre´sentation potentiellement
Barsotti-Tate comme ci-dessus, au lieu de la repre´sentation πD,v(ρ). Comme
ce calcul fait intervenir les valeurs propres du Frobenius via la compatibilite´
local-global classique ([37]), en mettant bout a` bout les deux calculs, on obtient
la formule du the´ore`me 1.2. Signalons que ces calculs locaux ont e´te´ e´tendus
par Hu ([29]) pour de´terminer les valeurs de quelques autres parame`tres de [5]
analogues aux parame`tres x(J).
Au passage, on donne aussi dans le cours du texte un re´sultat annexe qui a
un inte´reˆt inde´pendamment des deux the´ore`mes ci-dessus. Meˆme lorsque D n’est
pas de´ploye´e en v, on peut de´finir un facteur local πD,v(ρ). On montre que cette
repre´sentation de (D ⊗F Fv)× est alors toujours de longueur infinie (meˆme si
Fv = Qp, cf. corollaire 3.5.4). La preuve utilise l’existence de repre´sentations
irre´ductibles en caracte´ristique 0 de dimension (finie) arbitrairement grande de
(D ⊗F Fv)×, le calcul de la re´duction modulo p des types de Bushnell-Kutzko
pre´sente´ en appendice et des arguments de congruence. E´videmment, elle ne
marche plus si D est de´ploye´e en v.
Passons maintenant brie`vement en revue les diffe´rentes sections de l’article. La
premie`re partie rassemble tous les calculs locaux et la seconde tous les re´sultats
globaux (dont les deux the´ore`mes 1.1 et 1.2). Apre`s des pre´liminaires (§ 2.1),
on calcule explicitement aux §§ 2.2 et 2.3 le module de Fontaine-Laffaille con-
travariant de la re´duction modulo p de certaines repre´sentations potentiellement
Barsotti-Tate de donne´e de descente [
∏
σ∈Jω
p−1
σ
∏
σ/∈Jω
rσ
σ ]⊕ [
∏
σ∈Jω
rσ
σ
∏
σ/∈Jω
p−1
σ ].
Au § 2.4, on en de´duit le calcul de la re´duction modulo p des valeurs propres de
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Frobenius mentionne´ ci-avant (the´ore`me 2.4.1). Au § 2.5, on calcule la re´duction
modulo p des invariants x̂(J) dans les se´ries principales mode´re´ment ramifie´es
provenant des repre´sentations potentiellement Barsotti-Tate des §§ 2.2 et 2.3
(the´ore`me 2.5.2). Au § 2.6, on donne des conditions suffisantes pour pouvoir
de´finir (abstraitement) des invariants x(J) comme dans le the´ore`me 1.1, on rap-
pelle des re´sultats de [5] et on donne le re´sultat local sous sa forme finale (corol-
laire 2.6.5). Au § 3.1 on introduit le cadre global et la repre´sentation πD(ρ)
ci-dessus. Au § 3.2, on rappelle (et ge´ne´ralise tre`s le´ge`rement) des re´sultats de
Barnet-Lamb, Gee et Geraghty ([24], [1], [2]) sur l’existence de repre´sentations
galoisiennes globales modulaires avec certaines conditions locales fixe´es que l’on
utilise pour de´terminer quand πD(ρ) est non nul (corollaire 3.2.3). Au § 3.3, on
de´finit le facteur local πD,v(ρ) pre´ce´dent. Au § 3.4, on introduit les anneaux de
de´formations de repre´sentations galoisiennes locales et globales qui serviront a` la
preuve du the´ore`me de multiplicite´ un. Aux §§ 3.5 et 3.6, on introduit les syste`mes
de Taylor-Wiles dont on a besoin puis on les utilise pour montrer qu’un certain
module est libre de rang 2 sur l’alge`bre de Hecke (the´ore`me 3.6.3). Au § 3.7, on
en de´duit le the´ore`me de multiplicite´ un (the´ore`me 3.7.1), puis on l’utilise (ainsi
que tout ce qui pre´ce`de) pour de´montrer les the´ore`mes 1.1 et 1.2. Enfin, en ap-
pendice, on calcule la semi-simplification modulo p des types de Bushnell-Kutzko
(ou K-types) pour GL2 ou pour les unite´s d’une alge`bre de quaternions.
On ache`ve cette introduction avec quelques notations ge´ne´rales. Dans tout
le texte, E est une extension finie de Qp qui de´signe le corps des coefficients,
OE est son anneau d’entiers et kE son corps re´siduel. On suppose toujours E
“suffisamment grand” (cela sera explicite´ dans le corps du texte). Tout ce qui
est re´duit modulo une uniformisante ̟E de OE est surligne´ : par exemple, si
x ∈ OE , x est sa re´duction dans kE, si M est un OE-module, M de´signe M/̟E,
etc.
On note ε le caracte`re cyclotomique p-adique usuel et ω (plutoˆt que ε) sa
re´duction modulo p. On note [x] le repre´sentant multiplicatif d’un e´le´ment
x d’une extension finie de Fp. On normalise l’application de re´ciprocite´ de la
the´orie du corps de classes local en envoyant les Frobenius ge´ome´triques sur les
uniformisantes.
Si L est une extension finie de Qp d’anneau d’entiers OL, on note B(L) ⊂
GL2(L) le sous-groupe des matrices triangulaires supe´rieures et I(OL) ⊂ GL2(OL)
(resp. I1(OL) ⊂ I(OL)) le sous-groupe des matrices triangulaires (resp. unipo-
tentes) supe´rieures modulo une uniformisante de OL.
Les autres notations seront introduites au fur et a` mesure des besoins.
Les auteurs remercient Toby Gee pour leur avoir signale´ les re´sultats re´cents de
[2] et [25] qui leur ont permis d’alle´ger les hypothe`ses techniques dans les e´nonce´s
globaux, ainsi que Colin Bushnell et Guy Henniart pour leur avoir signale´ des
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re´fe´rences utiles pour l’appendice. Ils remercient e´galement deux rapporteurs
anonymes pour leur lecture minutieuse et leurs remarques pertinentes.
2. Re´sultats locaux
2.1. Quelques pre´liminaires. — Cette partie contient divers rappels, nota-
tions, de´finitions et re´sultats e´le´mentaires qui seront utilise´s dans la suite.
On de´signe par L une extension finie de Qp non ramifie´e de degre´ f ≥ 1 et
d’anneau d’entiers OL et on suppose que le corps des coefficients E est tel que
|Hom(L,E)| = f . On pose q de´f= pf et on note ϕ le Frobenius x 7→ xp sur Fq. On
note S l’ensemble des plongements de Fq dans kE (qui s’identifie a` l’ensemble des
plongements de L dans E puisque L est non ramifie´e). Si σ ∈ S, on note ωσ le
caracte`re (fondamental) induit sur Gal(Qp/L) par σ compose´ avec :
Gal(Qp/L)։ Gal(L[
pf−1
√−p]/L) ∼→ F×q , g 7→
g( p
f−1
√−p)
pf−1
√−p .
Via le corps de classes local on a ωσ(p) = 1 pour tout σ ∈ S. On note [σ] :
Fq →֒ OE le caracte`re multiplicatif tel que [σ](x) de´f= [σ(x)] pour x ∈ Fq et nr(y)
le caracte`re non ramifie´ de L× ou Gal(Qp/L) envoyant p sur y.
On fixe une repre´sentation line´aire continue ρ : Gal(Qp/L) → GL2(kE)
re´ductible et ge´ne´rique au sens de [5, Def.11.7], c’est-a`-dire de la forme :
ρ ∼=
(nr(λ)∏
σ∈S
ωrσσ
)
ω ∗
0 nr(µ)
⊗ θ
ou` λ, µ ∈ k×E , rσ ∈ {0, · · · , p− 3} avec (rσ)σ∈S 6= (0, · · · , 0), (p− 3, · · · , p− 3) (ce
qui implique donc p > 3) et θ : Gal(Qp/L) → k×E . Quitte a` modifier λ et µ, on
ne restreint pas la ge´ne´ralite´ en supposant θ(p) = 1. La repre´sentation ρ ⊗ θ−1
est alors toujours dans la cate´gorie de Fontaine-Laffaille, c’est-a`-dire s’e´crit :
ρ⊗ θ−1 = HomFil·,ϕ·(M,Acris ⊗Zp Fp)
ou` M est un ϕ-module filtre´ de Fontaine-Laffaille ([22]) de la forme M =∏
σ∈S M
σ, FiliM =
∏
σ∈S Fil
iMσ avec pour σ ∈ S :
Mσ = kEe
σ ⊕ kEfσ
FiliMσ = Mσ i ≤ 0
FiliMσ = kEf
σ 1 ≤ i ≤ rσ + 1
FiliMσ = 0 rσ + 2 ≤ i
(1)
{
ϕ(eσ) = ασe
σ◦ϕ−1
ϕrσ+1(f
σ) = βσ(f
σ◦ϕ−1 + xσeσ◦ϕ
−1
)
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ou` ασ, βσ ∈ k×E et xσ ∈ kE .
On pose :
(2) Z(ρ)
de´f
= {σ ∈ S, xσ = 0}
et on note que Z(ρ) = S si et seulement si ρ est scinde´e.
Les scalaires ασ, βσ, xσ ne sont pas bien de´finis mais on voit que l’on doit avoir
par exemple (
∏
σ βσ)
−1 = λ et (
∏
σ ασ)
−1 = µ, de sorte que les deux scalaires
(
∏
σ βσ)
−1 et (
∏
σ ασ)
−1 ne de´pendent que de ρ (i.e. ne de´pendent ni de θ ni de
l’e´criture (1)). On voit aussi que l’ensemble de plongements Z(ρ) ne de´pend que
de ρ. Plus ge´ne´ralement, on a le lemme e´le´mentaire suivant, dont la preuve est
laisse´e au lecteur comme (plaisant) exercice.
Lemme 2.1.1. — Pour tout J ⊆ S tel que Z(ρ)∩{σ ∈ S, σ /∈ J, σ◦ϕ−1 ∈ J} =
∅, les scalaires :
(∏
σ∈J
ασ
∏
σ/∈J
βσ
)−1
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xσ
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xσ
∈ kE
ne de´pendent que de ρ.
Remarque 2.1.2. — (i) Noter les deux cas extreˆmes J = ∅ et J = S qui cor-
respondent aux deux scalaires ci-dessus (lorsque Z(ρ) = S, i.e. lorsque ρ est
scinde´e, ce sont d’ailleurs les deux seuls cas du lemme).
(ii) Lorsque ρ est scinde´e (ce qui n’est pas le cas important de cet article), il
y a deux possibilite´s pour (λ, µ, (rσ)σ∈S , θ), l’autre choix e´tant (µ, λ, (p − 3 −
rσ)σ∈S , θ
∏
σ∈S ω
rσ+1
σ ). Nous choisissons dans ce cas une des deux possibilite´s.
(iii) Pour J fixe´, le scalaire correspondant du lemme 2.1.1 est non nul si et seule-
ment si l’on a de plus Z(ρ)∩{σ ∈ S, σ ∈ J, σ ◦ϕ−1 /∈ J} = ∅. Il est facile de voir
que l’on peut retrouver ρ (a` torsion pre`s par un caracte`re de la forme
∏
σ∈S ω
sσ
σ )
a` partir de la connaissance des rσ, de Z(ρ) et des valeurs de tous les scalaires du
lemme 2.1.1 (voir la discussion de l’introduction apre`s le the´ore`me 1.2).
On rappelle qu’un poids de Serre est une repre´sentation irre´ductible de
GL2(OL), ou de manie`re e´quivalente de GL2(Fq), sur kE. A` torsion pre`s par
un caracte`re, il est de la forme ⊗σ∈S(Symsσ k2E)σ ou` sσ ∈ {0, · · · , p − 1} et ou`
GL2(Fq) agit sur (Sym
sσ k2E)
σ via σ : Fq →֒ kE et l’action sur la base canonique de
k2E. A` toute repre´sentation ρ de dimension 2 est associe´ dans [8] un ensemble de
poids de Serre que l’on note D(ρ). Dans le cas ci-dessus, par [3, Prop.A.3] (voir
aussi [11] pour un re´sultat a posteriori e´quivalent), c’est l’ensemble des poids de
Serre : (⊗σ∈S (Symsσ k2E)σ)⊗ ( ∏
σ◦ϕ∈I
σ ◦ det−(sσ+1)
)
⊗ θ ◦ det
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pour lesquels il existe I ⊆ Z(ρ) tel que :
ρ ∼=

nr(λ)
∏
σ◦ϕ/∈I
ωsσ+1σ ∗
0 nr(µ)
∏
σ◦ϕ∈I
ωsσ+1σ
⊗ θ ∏
σ◦ϕ∈I
ω−(sσ+1)σ .
Avec nos hypothe`ses sur les rσ, on a |D(ρ)| = 2|Z(ρ)|. De plus on a toujours(⊗σ∈S (Symrσ k2E)σ)⊗ θ ◦ det ∈ D(ρ).
Pour J ⊆ S, on de´finit les caracte`res multiplicatifs de F×q a` valeurs dans O×E :
(3)

η(J)
de´f
= [θ|[F×q ]]
∏
σ∈J
[σ]rσ
∏
σ/∈J
[σ]p−1
η′(J) de´f= [θ|[F×q ]]
∏
σ∈J
[σ]p−1
∏
σ/∈J
[σ]rσ .
Les hypothe`ses sur rσ entraˆınent η(J) 6= η′(J). Notons que η(S\J) = η′(J) pour
tout J et que η′(∅) = ((∏σ∈S ωrσσ )θ)|[F×q ] = ((nr(λ)∏σ∈S ωrσσ )θ)|[F×q ] et η(∅) =
θ|[F×q ] = (nr(µ)θ)|[F×q ].
Nous aurons besoin du lemme qui suit (un calcul e´le´mentaire laisse´ au lecteur).
Lemme 2.1.3. — On a η(J) = η′(J)
∏
σ∈S [σ]
cσ ou` :
cσ = p− 2− rσ si σ /∈ J et σ ◦ ϕ−1 ∈ J
cσ = p− 1− rσ si σ /∈ J et σ ◦ ϕ−1 /∈ J
cσ = rσ + 1 si σ ∈ J et σ ◦ ϕ−1 /∈ J
cσ = rσ si σ ∈ J et σ ◦ ϕ−1 ∈ J.
On note η′(J)⊗ η(J) : I(OL)→ O×E le caracte`re :(
a b
pc d
)
7→ η′(J)(a)η(J)(d)(4)
et ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J) le E-espace vectoriel des fonctions f : GL2(OL) → E
telles que :
f(kk′) = (η′(J)⊗ η(J))(k)f(k′)
(k ∈ I(OL), k′ ∈ GL2(OL)) que l’on munit de l’action a` gauche de GL2(OL)
par translation a` droite sur les fonctions. Notons que cette action se factorise
par GL2(Fq). On note de meˆme ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J) le kE-espace vectoriel
des fonctions f : GL2(OL) → kE telles que f(kk′) = (η′(J) ⊗ η(J))(k)f(k′)
muni de la meˆme action de GL2(OL). Rappelons que, si la E-repre´sentation
ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J) est irre´ductible, il n’en est pas de meˆme de
la kE-repre´sentation ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J). En effet, ses constituants sont
naturellement indexe´s par un certain sous-ensemble de cardinal ≥ 2 de l’ensemble
des parties de S (qui co¨ıncide ge´ne´riquement avec l’ensemble des parties de S),
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cf. [5, § 2] ou [3, § 2]. Par exemple son socle (irre´ductible) correspond a` ∅ et son
co-socle (ibid.) a` S.
Pour J ⊆ S, on pose :
(5) F (J)
de´f
= {σ ∈ S, σ ∈ J, σ ◦ ϕ−1 /∈ J} ∐ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J}
(F (J) pour “Frontie`re de J”). On note que |F (J)| est toujours pair (e´ventuelle-
ment nul) et que l’on a F (S\J) = F (J).
Lemme 2.1.4. — Soit J ⊆ S tel que Z(ρ)∩F (J) = ∅. Un seul des constituants
de ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J) est un poids de Serre associe´ a` ρ, et c’est ( ⊗σ∈S
(Symrσ k2E
)σ
)⊗ θ ◦ det. Dans l’indexation ci-dessus, il correspond a` S\J .
De´monstration. — Fixons σ0 ∈ S. Pour j ∈ {0, · · · , f − 1}, l’indice j dans cette
preuve signifie σ0 ◦ ϕj. Le socle de indGL2(OL)I(OL) η′(J)⊗ η(J) est irre´ductible, donc
est un poids de Serre qui, par le lemme 2.1.3 et avec les notations de [3, § 4],
correspond au f -uplet λ = (λj(xj))j∈{0,··· ,f−1} avec :
(6)

λj(xj) = p− 2− xj si σ0 ◦ ϕj /∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 ∈ J
λj(xj) = p− 1− xj si σ0 ◦ ϕj /∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 /∈ J
λj(xj) = xj + 1 si σ0 ◦ ϕj ∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 /∈ J
λj(xj) = xj si σ0 ◦ ϕj ∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 ∈ J
(attention qu’ici xj est une variable formelle comme dans [3, § 4] et ne de´signe
pas l’e´le´ment xσ0◦ϕj ∈ kE de (1)), c’est-a`-dire qu’il s’agit du poids de Serre :(⊗f−1j=0 (Symλj(rj) k2E)σ0◦ϕj)⊗ σ0(det)e(λ)(r0,··· ,rf−1)θ ◦ det
ou` GL2(Fq) agit sur le j-ie`me facteur du produit tensoriel via σ0 ◦ ϕj et ou`
e(λ) est de´fini comme dans [3, § 4]. Par [5, § 2] (en particulier [5, Lem.2.2])
et (6), on en de´duit que
( ⊗σ∈S (Symrσ k2E)σ) ⊗ θ ◦ det est un constituant de
ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J) pour tout J ⊆ S. Par ailleurs on a par l’e´galite´ (18) de
[3, § 4] (attention que l’e´le´ment µj+1 = µσ0◦ϕ−j−1 ∈ kE de [3, (16)] est e´gal a`
xσ0◦ϕ−j = xσ0◦ϕf−j ∈ kE en (1)) :
(7) Z(ρ) = {σ0 ◦ ϕj, j ∈ Jρ}.
Si λj(xj) ∈ {p− 2− xj , xj +1}, alors σ0 ◦ϕj ∈ F (J) par (6), donc σ0 ◦ϕj /∈ Z(ρ)
(puisque Z(ρ) ∩ F (J) = ∅) et donc j /∈ Jρ par (7). En particulier les deux
ensembles Jmin et Jmax de [3, Prop.4.3] (cf. les e´galite´s (19) dans la preuve de
loc.cit.) sont tous les deux e´gaux a` :
(8) {j ∈ {0, · · · , f − 1}, λj+1(xj+1) ∈ {p− 1− xj+1, xj+1 + 1}} .
Par [3, Prop.4.3], l’ensemble des constituants de ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J) qui
sont dans D(ρ) est un singleton, ne´cessairement constitue´ du poids de Serre
(⊗σ∈S(Symrσ k2E)σ)⊗θ◦det. Ce poids de Serre est indexe´ par {σ0◦ϕj, j ∈ Jmin},
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c’est-a`-dire en utilisant (8) et (6) par l’ensemble des σ0 ◦ ϕj pour j tel que
σ0 ◦ ϕ(j+1)−1 /∈ J , c’est-a`-dire par S\J .
2.2. De Barsotti-Tate a` Fontaine-Laffaille I. — Cette partie et la suivante,
qui seront utilise´es au § 2.4, ont pour but de calculer le module de Fontaine-
Laffaille de repre´sentations re´ductibles de Gal(Qp/L) sur kE provenant de certains
modules fortement divisibles (ou groupes p-divisibles) avec donne´e de descente
mode´re´ment ramifie´e.
On conserve les notations du § 2.1 et on fixe un plongement σ0 : Fq →֒ kE .
Comme dans [3, § 5], on pose e de´f= pf − 1 et on note S le comple´te´ p-adique de
l’enveloppe aux puissances divise´es de OE [u] par rapport a` l’ide´al (ue + p)OE [u]
compatibles avec les puissances divise´es sur l’ide´al pOE [u], et FilpS ⊆ S le
comple´te´ p-adique de l’ide´al engendre´ par (u
e+p)i
i!
pour i ≥ p. On renvoie a`
[3, § 5] (et aux re´fe´rences donne´es dans loc.cit.) pour le rappel de ce qu’est un
OE-module fortement divisible et, si η, η′ : F×q → O×E sont deux caracte`res multi-
plicatifs distincts, pour la de´finition d’un OE-module fortement divisible de type
η ⊗ η′.
On fixe η, η′ : F×q → O×E distincts et on note c ∈ {1, · · · , q − 2} l’unique entier
tel que η = ωcσ0η
′, que l’on e´crit c =
∑f−1
i=0 cip
i avec ci ∈ {0, · · · , p − 1} (ci doit
eˆtre vu comme cσ0◦ϕi). Pour j ∈ {0, · · · , f − 1}, on note c(j) de´f=
∑j−1
i=0 cf−(j−i)p
i+∑f−1
i=j ci−jp
i ∈ {1, · · · , q − 2}.
On conside`re dans la suite des OE-modules fortement divisibles M de type
η ⊗ η′ qui ont la forme suivante :
(i)M =Mσ0×Mσ0◦ϕ−1×· · ·×Mσ0◦ϕ−(f−1) avecMσ0◦ϕ−j = Seσ0◦ϕ−jη ⊕Seσ0◦ϕ
−j
η′
(ii) Gal(L[ e
√−p]/L) agit sur eσ0◦ϕ−jη (resp. eσ0◦ϕ
−j
η′ ) par η (resp. η
′)
(iii) pour tout j ∈ {0, · · · , f − 1}, on a l’une des deux possibilite´s ci-dessous
pour l’application ϕ1 : Fil
1Mσ0◦ϕ−j →Mσ0◦ϕ−(j+1) (ou` l’on remplace σ0 ◦ϕ−j par
j pour alle´ger l’e´criture) :
(9)

Fil1Mj =
(
S(ejη + aju
c(j)ejη′)⊕ S(ue + p)ejη′
)
+ FilpSMj
ϕ1(e
j
η + aju
c(j)ejη′) = e
j+1
η
ϕ1((u
e + p)ejη′) = e
j+1
η′
(10) 
Fil1Mj =
(
S(ue + p)ejη ⊕ S(ejη′ + ajue−c
(j)
ejη)
)
+ FilpSMj
ϕ1((u
e + p)ejη) = e
j+1
η
ϕ1(e
j
η′ + aju
e−c(j)ejη) = e
j+1
η′
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pour des aj = aσ0◦ϕ−j ∈ OE , et avec αe0η et α′e0η′ au lieu de ej+1η et ej+1η′ dans
l’image de ϕ1 si j = f − 1 (pour des α, α′ ∈ O×E). On note Iη (resp. Iη′) le
sous-ensemble de S forme´ des σ0 ◦ϕ−j pourMj =Mσ0◦ϕ−j comme en (9) (resp.
comme en (10)) et I×η (resp. I
×
η′ ) le sous-ensemble de Iη (resp. Iη′) des σ0 ◦ ϕ−j
tels que aσ0◦ϕ−j ∈ O×E .
Jusqu’a` la fin de cette section, on fixe (rσ)σ∈S et θ comme au § 2.1, c’est-a`-dire
rσ ∈ {0, · · · , p− 3} pour tout σ avec (rσ)σ∈S 6= (0, · · · , 0), (p− 3, · · · , p − 3), et
θ(p) = 1.
De´finition 2.2.1. — Soit J ⊆ S et η(J), η′(J) comme en (3). On dit qu’un
OE-module fortement divisible M est de type J si M est comme ci-dessus avec
η = η(J), η′ = η′(J) et si l’on a :
I×η(J) ⊆ {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 /∈ J}
I×η′(J) ⊆ {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 ∈ J}
Iη(J)\I×η(J) ⊆ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 /∈ J}
Iη′(J)\I×η′(J) ⊆ {σ ∈ S, σ ∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J}.
Remarque 2.2.2. — (i) Les modules fortement divisibles de type J sont donc
des modules fortement divisibles de type η(J) ⊗ η′(J) (au sens de [3, De´f.5.1])
particuliers.
(ii) On a Iη(J) ⊆ {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 /∈ J} et Iη′(J) ⊆ {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 ∈ J}.
Or Iη(J) ∐ Iη′(J) = S ce qui force en fait Iη(J) = {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 /∈ J} et
Iη′(J) = {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 ∈ J}. En particulier on a toujours |Iη(J)| = |S\J | et
|Iη′(J)| = |J |.
(iii) Eˆtre de type J implique en particulier aσ ∈ O×E si σ ∈ F (J) (voir (5)).
(iv) Un module fortement divisible de type J est de type S\J si l’on e´change α
et α′, η et η′ et si l’on remplace c par e− c.
Nous montrons dans cette section et la suivante que les OE-modules forte-
ment divisibles de type J sont exactement les OE-modules fortement divisi-
bles de type η(J) ⊗ η′(J) (au sens de [3, De´f.5.1]) tels que la repre´sentation
ρ = HomFil1,ϕ1(M, Âcris⊗ZpFp)∨(1) (voir [3, § 6] pour les notations) est re´ductible
ge´ne´rique avec Z(ρ) ∩ F (J) = ∅.
Proposition 2.2.3. — Soit ρ re´ductible ge´ne´rique et J ⊆ S tel que Z(ρ) ∩
F (J) = ∅. Soit M un OE-module fortement divisible de type η(J) ⊗ η′(J) tel
que :
ρ ≃ HomFil1,ϕ1(M, Âcris ⊗Zp Fp)∨(1).
Alors M est de type J .
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De´monstration. — Par le lemme 2.1.4 et [3, Thm.8.1(ii)], on doit avoir S =
Iη(J) ∐ Iη′(J) et :
Iη(J) = {σ ◦ ϕ, σ ∈ S\J} = {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 /∈ J}.
On a donc aussi Iη′(J) = {σ ∈ S, σ ◦ ϕ−1 ∈ J}. Par [3, Thm.8.1(i)] si ρ est
scinde´e, (7) et [3, Prop.7.3] si ρ est non scinde´e, on a Z(ρ) = {σ ∈ S, aσ = 0}.
Avec Z(ρ) ∩ F (J) = ∅, on en de´duit les inclusions :
Iη(J)\I×η(J) ⊆ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 /∈ J}
Iη′(J)\I×η′(J) ⊆ {σ ∈ S, σ ∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J}.
Soit M un OE-module fortement divisible de type J , on pose :
(11)
{
A
de´f
= α
∏
σ∈F (J) aσ si σ0 ∈ J
A
de´f
= α′
∏
σ∈F (J) aσ si σ0 /∈ J
et on remarque que A ∈ k×E par la remarque 2.2.2(iii).
Proposition 2.2.4. — Soit J ⊆ S, M un OE-module fortement divisible de
type J et ρ
de´f
= HomFil1,ϕ1(M, Âcris ⊗Zp Fp)∨(1). On a:
ρ ∼=
(nr(A)∏
σ∈S
ωrσσ
)
ω ∗
0 nr(A−1αα′)
⊗ θ.
De´monstration. — On montre d’abord que M contient un sous-module libre de
rang 1 facteur direct stable par toutes les ope´rations (ϕ1 sur le Fil
1 induit et
action de Gal(L[ e
√−p]/L)). On pose pour j ∈ {0, · · · , f − 1} :
ej
de´f
= ejη(J) si σ0 ◦ ϕ−(j−1) ∈ J et σ0 ◦ ϕ−j ∈ J
ej
de´f
= ejη′(J) si σ0 ◦ ϕ−(j−1) /∈ J et σ0 ◦ ϕ−j /∈ J
ej
de´f
= ejη(J) − a−1j−1upc
(j−1)
ejη′(J) si σ0 ◦ ϕ−(j−1) /∈ J et σ0 ◦ ϕ−j ∈ J
ej
de´f
= ejη′(J) − a−1j−1up(e−c
(j−1))ejη(J) si σ0 ◦ ϕ−(j−1) ∈ J et σ0 ◦ ϕ−j /∈ J
en remplac¸ant a−1j−1 par a
−1
f−1(
α
α′
)−1 (resp. a−1f−1
α
α′
) si j = 0 et σ0 ∈ J (resp.
σ0 /∈ J). Montrons que le sous-module Se0 × · · · × Sef−1 de M est stable par
toutes les ope´rations. La stabilite´ par Gal(L[ e
√−p]/L) est e´le´mentaire et laisse´e
au lecteur. Conside´rons d’abord les cas σ0 ◦ ϕ−j ∈ F (J). En utilisant :
e− c(j) + pc(j−1) = e(cf−j + 1) = e + ecσ0◦ϕ−j
c(j) + p(e− c(j−1)) = e(p− cf−j) = e + e(p− 1− cσ0◦ϕ−j )
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on a par un petit calcul :
ue−c
(j)
ej ∈ Fil1M si σ0 ◦ ϕ−j ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) /∈ J
uc
(j)
ej ∈ Fil1M si σ0 ◦ ϕ−j /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) ∈ J
(noter que σ0◦ϕ−j ∈ I×η(J) dans le premier cas, σ0◦ϕ−j ∈ I×η′(J) dans le deuxie`me).
Comme cσ0◦ϕ−j = rσ0◦ϕ−j+1 ≥ 1 dans le premier cas, p−1−cσ0◦ϕ−j = rσ0◦ϕ−j+1 ≥
1 dans le deuxie`me (cf. lemme 2.1.3), on ve´rifie que (rappelons que Fil1M∩Sej =
ue−c
(j)
Sej , resp. Fil1M∩ Sej = uc(j)Sej) :
ϕ1(u
e−c(j)ej) = ϕ1(ue−c
(j)
ejη(J)) = −ajej+1 dans le premier cas
ϕ1(u
c(j)ej) = ϕ1(u
c(j)ejη′(J)) = −ajej+1 dans le deuxie`me
(en remplac¸ant aj par af−1α si j = f − 1 et σ0 ∈ J , par af−1α′ si j = f − 1
et σ0 /∈ J). Dans les autres cas, c’est-a`-dire σ0 ◦ ϕ−j /∈ F (J), on ve´rifie qu’on a
toujours ϕ1(u
eej) = ej+1 si j < f − 1, ϕ1(ueef−1) = αe0 si σ0 ∈ J , ϕ1(ueef−1) =
α′e0 si σ0 /∈ J . Pour re´sumer, on a donc :
(12)
 ϕ1(u
e−c(j)ej) = −ajej+1 si σ0 ◦ ϕ−j ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) /∈ J
ϕ1(u
c(j)ej) = −ajej+1 si σ0 ◦ ϕ−j /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) ∈ J
ϕ1(u
eej) = ej+1 si σ0 ◦ ϕ−j /∈ F (J)
en multipliant a` droite par α si j = f − 1 et σ0 ∈ J , par α′ si j = f − 1
et σ0 /∈ J . Donc Se0 × · · · × Sef−1 est stable par toutes les ope´rations et
HomFil1,ϕ1
(∏f−1
j=0 Se
j, Âcris⊗Zp Fp
)∨
(1) est une sous-repre´sentation de ρ de dimen-
sion 1 (sur kE). Notons 0 ≤ j1 < j2 < · · · < j2t−1 < j2t ≤ f − 1 les e´le´ments de
{0, · · · , f − 1} tels que σ0 ◦ ϕ−j ∈ F (J) (il y en a un nombre pair) et supposons
d’abord σ0 ∈ J . On a alors par le lemme 2.1.3 :
(13)

cσ0◦ϕ−j = p− 2− rσ0◦ϕ−j si j = j2s
cσ0◦ϕ−j = p− 1− rσ0◦ϕ−j si j2s−1 < j < j2s
cσ0◦ϕ−j = rσ0◦ϕ−j + 1 si j = j2s−1
cσ0◦ϕ−j = rσ0◦ϕ−j si j2s < j < j2s+1
pour s ∈ {1, · · · , t} et en identifiant {j2t + 1, · · · , j2t+1 − 1} a` {j2t + 1, · · · , f −
1}∐{0, · · · , j1−1}. Par [38, Ex.3.7] (et un petit travail de traduction), [3, (33)],
(12) et (11), on a :
HomFil1,ϕ1
( f−1∏
j=0
Sej, Âcris ⊗Zp Fp
)∨
(1) = nr(A)η(J)ωhσ0
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ou` h =
∑
j /∈{js,1≤s≤2t}
pf−j +
∑
j∈{j2s−1,1≤s≤t}
pf−j −
t∑
s=1
∑
j2s−1<j≤j2s
pf−jcσ0◦ϕ−j . On explicite h
avec (13) :
h =
∑
j /∈{j2s}
pf−j −
∑
j∈{j2s}
pf−j(p− 2− rσ0◦ϕ−j )−
t∑
s=1
∑
j2s−1<j<j2s
pf−j(p− 1− rσ0◦ϕ−j )
=
f−1∑
j=0
pf−j −
t∑
s=1
∑
j2s−1<j≤j2s
pf−j(p− 1− rσ0◦ϕ−j )
=
f−1∑
j=0
pf−j −
∑
σ0◦ϕ−j /∈J
pf−j(p− 1− rσ0◦ϕ−j )
=
∑
σ0◦ϕ−j /∈J
pf−jrσ0◦ϕ−j −
∑
σ0◦ϕ−j /∈J
pf−j(p− 1) +
f−1∑
j=0
pf−j
donc ωhσ0 =
∏
σ/∈J ω
rσ
σ
∏
σ/∈J ω
−(p−1)
σ
∏
σ∈S ωσ. Comme η(J) = θ
∏
σ∈Jω
rσ
σ
∏
σ/∈Jω
p−1
σ
(cf. (3) vu coˆte´ Galois), on a bien :
η(J)ωhσ0 = θω
∏
σ∈S
ωrσσ .(14)
La forme du quotient de ρ se de´duit de son de´terminant, qui, vu les hypothe`ses
sur M, est ωnr(αα′)η(J)η′(J) = θ2ωnr(αα′)∏σ∈S ωrσσ (cf. (3)). Le cas σ0 /∈ J
est strictement analogue au cas σ0 ∈ J et laisse´ au lecteur.
Une des conse´quences de la proposition 2.2.4 (et des hypothe`ses sur les rσ) est
que ρ est en particulier ge´ne´rique au sens de [5, Def.11.7], et donc est comme au
§ 2.1.
2.3. De Barsotti-Tate a` Fontaine-Laffaille II. — Dans cette partie, on
de´termine comple`tement le module de Fontaine-Laffaille contravariant de la
repre´sentation ρ⊗ θ−1 provenant d’un OE-module fortement divisible de type J .
On conserve les notations du § 2.2. La preuve de la proposition qui suit est
contenue dans celle de [4, Prop.5.1.2] (en particulier, notons que par rapport a`
[3, §7] nous tenons compte ici dans les modules fortement divisibles des torsions
par des caracte`res de Galois non ramifie´s). Pour la commodite´ du lecteur, nous
redonnons les de´tails dans le cas particulier qui nous concerne.
Proposition 2.3.1. — Soit J , M et ρ comme dans la proposition 2.2.4. On a
ρ⊗ θ−1 = HomFil·,ϕ·(M,Acris ⊗Zp Fp) ou` M est le module de Fontaine-Laffaille :
M = Mσ0 ×Mσ0◦ϕ−1 × · · · ×Mσ0◦ϕ−(f−1)
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avec (cf. (11) pour A) :
Mσ0◦ϕ
−j
= kEv
σ0◦ϕ−j ⊕ kEwσ0◦ϕ−j
FiliMσ0◦ϕ
−j
= Mσ0◦ϕ
−j
i ≤ 0
FiliMσ0◦ϕ
−j
= kEw
σ0◦ϕ−j 1 ≤ i ≤ rσ0◦ϕ−j + 1
FiliMσ0◦ϕ
−j
= 0 rσ0◦ϕ−j + 2 ≤ i{
ϕ(vσ0◦ϕ
−j
) = vσ0◦ϕ
−(j+1)
ϕr
σ0◦ϕ
−j+1(w
σ0◦ϕ−j ) = wσ0◦ϕ
−(j+1) − Ajvσ0◦ϕ−(j+1) 0 ≤ j ≤ f − 2{
ϕ(vσ0◦ϕ
−(f−1)
) = Aα−1α′−1vσ0
ϕr
σ0◦ϕ
−(f−1)+1(w
σ0◦ϕ−(f−1)) = A−1wσ0 − Af−1vσ0
ou` :
(15)

Aj = aσ0◦ϕ−j
∏
0≤i≤j−1
σ0◦ϕ−i∈F (J)
(−a−2
σ0◦ϕ−i) si σ0 ◦ ϕ−j /∈ F (J)
Aj = a
−1
σ0◦ϕ−j
∏
0≤i≤j−1
σ0◦ϕ−i∈F (J)
(−a−2
σ0◦ϕ−i) si σ0 ◦ ϕ−j ∈ F (J)
en multipliant le membre de droite de (15) par Aα−1α′−1 si j = f − 1.
De´monstration. — On pose η˜(J)
de´f
= [θ−1]η(J), η˜′(J) de´f= [θ−1]η′(J) pour J ⊆ S.
On de´finit d’abord une suite (ησ)σ∈S avec ησ ∈ {η˜(J), η˜′(J)} comme suit : si
J = ∅, ησ de´f= η˜′(J) pour tout σ ∈ S, si J = S, ησ de´f= η˜(J) pour tout σ ∈ S et si
J /∈ {∅,S} :
(16)

ησ
de´f
= η˜(J), ησ◦ϕ−1
de´f
= η˜′(J) si σ ∈ J et σ ◦ ϕ−1 /∈ J
ησ
de´f
= η˜′(J), ησ◦ϕ−1
de´f
= η˜(J) si σ /∈ J et σ ◦ ϕ−1 ∈ J
ησ = ησ◦ϕ−1 si σ /∈ F (J).
Un examen facile de (16) montre que l’on obtient ησ = η˜(J) si σ ∈ J et ησ = η˜′(J)
si σ /∈ J . Par ailleurs, par la de´finition 2.2.1 et [3, (32)], on voit que (16)
implique ησ0◦ϕ−j = ηj pour tout j ∈ {0, · · · , f − 1} ou` ηj est comme dans [3, §
6]. Supposons d’abord σ0 ∈ J dans ce qui suit, ce qui revient donc a` η0 = η˜(J).
Par la proposition 2.2.4 et (14), on a :
(ρ⊗ θ−1)∨(1)⊗ η˜(J)ωhσ0ω−1 ∼= (ρ⊗ θ−1)⊗ nr(α−1α′−1).
Le module de Fontaine-Laffaille contravariant de ρ⊗ θ−1 est donc donne´ par les
formules a` la fin de la preuve de [3, Prop.7.3] tordues (coˆte´ Galois) par nr(αα′).
Nous explicitons comple`tement ce module dans ce qui suit. La de´finition 2.2.1 et
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ce qui pre´ce`de donnent les e´quivalences :
σ0 ◦ ϕ−j ∈ I×η(J) et ηj = η˜(J) ⇔ σ0 ◦ ϕ−j ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) /∈ J
σ0 ◦ ϕ−j ∈ Iη′(J) et ηj = η˜(J) ⇔ σ0 ◦ ϕ−j ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) ∈ J
σ0 ◦ ϕ−j ∈ I×η′(J) et ηj = η˜′(J) ⇔ σ0 ◦ ϕ−j /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) ∈ J
σ0 ◦ ϕ−j ∈ Iη(J) et ηj = η˜′(J) ⇔ σ0 ◦ ϕ−j /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) /∈ J.
Avec le lemme 2.1.3, on voit donc que le module de Fontaine-Laffaille contrava-
riantM = Mσ0×· · ·×Mσ0◦ϕ−(f−1) de la preuve de [3, Prop.7.3] (tordu par nr(αα′)
coˆte´ Galois) est donne´ par Mσ0◦ϕ
−j
= kEe
σ0◦ϕ−j ⊕ kEfσ0◦ϕ−j = kEej ⊕ kEf j avec
(la de´finition de la filtration e´tant implicite) :
{
ϕ(ej) = ej+1 − ajf j+1
ϕrj+1(f
j) = f j+1
si σ0 ◦ ϕ−j ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) /∈ J{
ϕ(ej) = ej+1
ϕrj+1(f
j) = f j+1 − ajej+1 si σ0 ◦ ϕ
−j ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) ∈ J{
ϕrj+1(e
j) = ej+1
ϕ(f j) = f j+1 − ajej+1 si σ0 ◦ ϕ
−j /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) ∈ J{
ϕrj+1(e
j) = ej+1 − ajf j+1
ϕ(f j) = f j+1
si σ0 ◦ ϕ−j /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(j+1) /∈ J
ou` rj = rσ0◦ϕ−j , aj = aσ0◦ϕ−j et avec α
′−1e0 et α−1f 0 au lieu de ej+1 et f j+1 dans
l’image de ϕ et ϕrj+1 si j = f−1 (les formules pre´cises avec α′ et α pour j = f−1
ne sont pas explicite´es dans la preuve de [3, Prop.7.3] ou` l’on se contentait de
de´crire l’action de l’inertie seulement, mais un petit calcul les donne en notant
que l’on a ici tordu coˆte´ Galois par nr(αα′), ce qui revient coˆte´ Fontaine-Laffaille
a` multiplier ϕ et ϕrj+1 par (αα
′)−1 au cran j = f−1). Pour j ∈ {0, · · · , f−1} on
pose f
′j de´f= f j si σ0 ◦ϕ−j ∈ J et f ′j de´f= ej si σ0 ◦ϕ−j /∈ J . Pour j ∈ {1, · · · , f −1}
on pose :
e
′j de´f= ej si σ0 ◦ ϕ−(j−1) ∈ J et σ0 ◦ ϕ−j ∈ J
e
′j de´f= f j si σ0 ◦ ϕ−(j−1) /∈ J et σ0 ◦ ϕ−j /∈ J
e
′j de´f= ej − aj−1f j si σ0 ◦ ϕ−(j−1) ∈ J et σ0 ◦ ϕ−j /∈ J
e
′j de´f= f j − aj−1ej si σ0 ◦ ϕ−(j−1) /∈ J et σ0 ◦ ϕ−j ∈ J
et pour j = 0 :
e
′0 de´f= e0 si σ0 ◦ ϕ−(f−1) ∈ J
e
′0 de´f= e0 − a−1f−1( αα′ )−1f 0 si σ0 ◦ ϕ−(f−1) /∈ J
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en se souvenant que σ0 ∈ J par hypothe`se. Un calcul au cas par cas, un peu
laborieux mais sans difficulte´, donne alors ϕ(e
′0) = e
′1 puis :{
ϕ(e
′j) = e
′j+1 si σ0 ◦ ϕ−(j−1) /∈ F (J)
ϕ(e
′j) = −aj−1e′j+1 si σ0 ◦ ϕ−(j−1) ∈ F (J) 1 ≤ j ≤ f − 2{
ϕrj+1(f
′j) = f
′j+1 − aje′j+1 si σ0 ◦ ϕ−j /∈ F (J)
ϕrj+1(f
′j) = a−1j f
′j+1 − a−1j e′j+1 si σ0 ◦ ϕ−j ∈ F (J) 0 ≤ j ≤ f − 2
et si j = f − 1 :
ϕ(e
′f−1) = α′−1e
′0 si σ0 ◦ ϕ−(f−2) ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(f−1) ∈ J
ϕ(e
′f−1) = −af−2α′−1e′0 si σ0 ◦ ϕ−(f−2) /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(f−1) ∈ J
ϕ(e
′f−1) = −af−1α′−1e′0 si σ0 ◦ ϕ−(f−2) /∈ J et σ0 ◦ ϕ−(f−1) /∈ J
ϕ(e
′f−1) = af−2af−1α′−1e
′0 si σ0 ◦ ϕ−(f−2) ∈ J et σ0 ◦ ϕ−(f−1) /∈ J{
ϕrf−1+1(f
′f−1) = α−1f
′0 − af−1α′−1e′0 si σ0 ◦ ϕ−(f−1) ∈ J
ϕrf−1+1(f
′f−1) = a−1f−1α
−1f
′0 + α′−1e
′0 si σ0 ◦ ϕ−(f−1) /∈ J
(lorsque f = 1, on obtient simplement
{
ϕ(e
′0) = α′−1e
′0
ϕr0+1(f
′0) = α−1f
′0 − a0α′−1e′0 ).
Le changement de base :
vσ0
de´f
= e
′0, vσ0◦ϕ
−1 de´f
= e
′1, vσ0◦ϕ
−j de´f
=
(∏
0≤i≤j−2
σ0◦ϕ−i∈F (J)
(−ai)
)
e
′j si 2 ≤ j ≤ f − 1
wσ0
de´f
= f
′0, wσ0◦ϕ
−j de´f
=
(∏
0≤i≤j−1
σ0◦ϕ−i∈F (J)
a−1i
)
f
′j si 1 ≤ j ≤ f − 1
donne alors par un calcul facile exactement la pre´sentation de l’e´nonce´ (en re-
marquant que σ0 ◦ ϕ−(f−1) ∈ F (J) si et seulement si σ0 ◦ ϕ−(f−1) /∈ J et que∏
0≤i≤f−1
σ0◦ϕ−i∈F (J)
(−ai) =
∏
σ∈S aσ car |F (J)| est pair). Le calcul lorsque σ0 /∈ J est
analogue (on peut aussi utiliser la remarque 2.2.2(iv)).
Si J , M et ρ sont comme dans la proposition 2.3.1 (ou la proposition 2.2.4),
on voit avec (2) et (15) que l’on a :
Z(ρ) = {σ0 ◦ ϕ−j, aσ0◦ϕ−j = 0} = {σ ∈ S, aσ = 0}
(ce re´sultat de´coule aussi de [3, Thm.8.1] (cas scinde´) et de [3, Prop.7.3] et (7)
(cas non scinde´)). En particulier, on a toujours Z(ρ)∩F (J) = ∅ par la remarque
2.2.2(iii) si ρ provient d’un OE-module fortement divisible de type J .
2.4. Valeurs propres de Frobenius. — On calcule la valuation et le “coef-
ficient dominant” des valeurs propres de Frobenius sur le module de Dieudonne´
d’un groupe p-divisible provenant d’un OE-module fortement divisible de type J
dont la repre´sentation galoisienne re´siduelle associe´e est re´ductible ge´ne´rique.
On conserve les notations des sections pre´ce´dentes. Le the´ore`me suivant est le
re´sultat local clef de cet article.
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The´ore`me 2.4.1. — Soit ρ re´ductible ge´ne´rique, J ⊆ S et M un OE-module
fortement divisible de type J tel que ρ ≃ HomFil1,ϕ1(M, Âcris⊗ZpFp)∨(1). Soit G le
groupe p-divisible avec donne´e de descente correspondant a` M et D le module de
Dieudonne´ contravariant associe´ a` G. Alors la valeur propre de ϕf sur la partie
isotypique de D pour le caracte`re η′(J) de Gal(L[ e
√−p]/L) est e´gale a` p|J |α′ ou`
α′ ∈ O×E a pour re´duction dans k×E :
α′ = (−1) 12 |F (J)|
(∏
σ∈J
ασ
∏
σ/∈J
βσ
)−1
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xσ
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xσ
(17)
avec (ασ)σ∈S , (βσ)σ∈S et (xσ)σ∈S comme en (1).
De´monstration. — Le module de Dieudonne´ D ve´rifie D =M⊗S E ou` la fle`che
S ։ OE ⊂ E est le morphisme de OE-alge`bres qui envoie u et ses puissances
divise´es sur 0. En revenant a` la de´finition de Iη et Iη′ en (9) et (10) (pour (η, η
′) =
(η(J), η′(J))), on voit que la valeur propre de ϕf sur la partie isotypique de D
pour le caracte`re η′(J) de Gal(L[ e
√−p]/L) est p|Iη′(J)|α′. Mais on a |Iη′(J)| = |J |
par la remarque 2.2.2(ii). Il reste donc a` de´montrer (17).
Notons d’abord que le terme de droite en (17) est dans k×E (car Z(ρ)∩F (J) = ∅,
cf. fin de la section 2.3). Comme il ne de´pend que de ρ et de J par le lemme 2.1.1,
il suffirait de montrer (17) avec le module de Fontaine-Laffaille de la proposition
2.3.1. Ne´anmoins, comme nous avons laisse´ la preuve du lemme 2.1.1 au lecteur,
donnons ici une preuve directe de l’identite´ (17) qui n’utilise pas ce lemme. Fixons
un plongement σ0 : Fq →֒ kE. En explicitant le changement de base qui permet
de passer du module de Fontaine-Laffaille contravariant de ρ⊗θ−1 du § 2.1 a` celui
de la proposition 2.3.1, on voit que l’on a les e´galite´s αα′ = λµ et A = λ (notons
que, si ρ est scinde´e, il y a deux choix de θ comme dans la Remarque 2.1.2(ii),
mais une fois que l’on a fixe´ l’un de ces choix, on a ces e´galite´s en conside´rant le
module de Fontaine-Laffaille correspondant). De plus par (11) on a :
α′ = µ
∏
σ∈F (J)
aσ si σ0 ∈ J, α′ = λ
∏
σ∈F (J)
a−1σ si σ0 /∈ J.(18)
Nous allons expliciter
∏
σ∈F (J) aσ. Posons αi
de´f
= ασ0◦ϕ−i, βi
de´f
= βσ0◦ϕ−i et xj
de´f
=
xσ0◦ϕ−j , on voit que l’on a aussi Aj = −
(∏
0≤i≤j
βi
αi
)
xj pour 0 ≤ j ≤ f − 2
et Af−1 = −λ−1xf−1. Un calcul imme´diat a` partir de (15) donne alors pour
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j ∈ {0, · · · , f − 1} (avec aj = aσ0◦ϕ−j ) :
aj = −xj
∏
0≤i≤j
βi
αi
∏
0≤i≤j−1
σ0◦ϕ−i∈F (J)
(−a2i ) si σ0 ◦ ϕ−j /∈ F (J)
aj = −x−1j
∏
0≤i≤j
αi
βi
∏
0≤i≤j−1
σ0◦ϕ−i∈F (J)
(−a−2i ) si σ0 ◦ ϕ−j ∈ F (J).
(19)
Comme dans la preuve de la proposition 2.2.4, notons 0 ≤ j1 < j2 < · · · < j2t−1 <
j2t ≤ f − 1 les e´le´ments de {0, · · · , f − 1} tels que σ0 ◦ ϕ−j ∈ F (J). Nous allons
de´duire de (19) par re´currence les formules pour 1 ≤ s ≤ 1
2
|F (J)| :
aj1aj2 · · · aj2s−1 = (−1)s
( ∏
0≤i≤j2s−1
αi
βi
)
xj2s−1
s−1∏
i=1
xj2i( ∏
0≤k≤j2i−1
αk
βk
)
s−1∏
i=1
[
xj2i−1
( ∏
0≤k≤j2i
αk
βk
)](20)
aj1aj2 · · · aj2s = (−1)s
s∏
i=1
[
xj2i−1
( ∏
0≤k≤j2i
αk
βk
)]
s∏
i=1
xj2i( ∏
0≤k≤j2i−1
αk
βk
) .(21)
Pour s = 1, l’e´galite´ (20) est juste la deuxie`me e´galite´ en (19) pour j = j1.
Montrons comment (21) se de´duit de (20). La deuxie`me e´galite´ en (19) pour
j = j2s se re´crit :
aj2s = x
−1
j2s
( ∏
0≤i≤j2s
αi
βi
) 2s−1∏
i=1
a−2ji .
En multipliant des deux coˆte´s par aj1aj2 · · · aj2s−1 on obtient :
aj1aj2 · · ·aj2s = x−1j2s
( ∏
0≤i≤j2s
αi
βi
)
(aj1aj2 · · · aj2s−1)−1.
En remplac¸ant aj1aj2 · · ·aj2s−1 a` droite par la valeur donne´e en (20), on obtient
exactement (21). En utilisant la deuxie`me e´galite´ en (19) pour j = j2s+1, on
montre de manie`re analogue (20) pour s+1 a` partir de (21) pour s. En appliquant
(21) a` s = t, on a en particulier :
∏
σ∈F (J)
aσ = (−1) 12 |F (J)|
1
2
|F (J)|∏
i=1
[
xj2i−1
( ∏
0≤k≤j2i
αk
βk
)]
1
2
|F (J)|∏
i=1
xj2i( ∏
0≤k≤j2i−1
αk
βk
)
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qui se re´crit, en distinguant les deux cas σ0 ∈ J et σ0 /∈ J :
∏
σ∈F (J)
aσ = (−1) 12 |F (J)|
(∏
σ/∈J
ασ
βσ
)
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xσ
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xσ
si σ0 ∈ J
∏
σ∈F (J)
aσ = (−1) 12 |F (J)|
(∏
σ∈J
ασ
βσ
)
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xσ
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xσ
si σ0 /∈ J.
Avec (18) on en de´duit (17) puisque µ =
∏
σ∈S α
−1
σ et λ =
∏
σ∈S β
−1
σ .
Remarque 2.4.2. — Pour J = S, on a α′ = (∏σ∈S ασ)−1 = µ et pour J = ∅,
on a α′ = (
∏
σ∈S βσ)
−1 = λ.
2.5. Se´ries principales et sommes de Jacobi. — On calcule la re´duction
modulo p de certains invariants associe´s aux se´ries principales mode´re´ment ra-
mifie´es de GL2(L) sur E provenant des repre´sentations de Gal(Qp/L) issues de
certains OE-modules fortement divisibles de type J .
On conserve les notations pre´ce´dentes. On note val la valuation p-adique (sur
une extension finie de Qp) normalise´e par val(p) = 1 et | · | de´f= 1qval(·) .
Rappelons d’abord le the´ore`me suivant duˆ a` Stickelberger qui donne la valua-
tion p-adique ainsi que le “coefficient dominant” de certaines sommes de Jacobi.
The´ore`me 2.5.1 ([34]). — Soit a, b deux entiers tels que 0 < a, b ≤ q − 1 et
q − 1 ne divise pas a+ b. E´crivons :
a =
f−1∑
j=0
pjaj , b =
f−1∑
j=0
pjbj
a+ b =
f−1∑
j=0
pj(a+ b)j + (q − 1)Q
ou` aj , bj , (a + b)j ∈ {0, · · · , p − 1} et Q ≥ 0. Soit σ0 : Fq →֒ kE un plongement
quelconque. On a dans OE :∑
s∈Fq
[σ0(s)]
a[1− σ0(s)]b = Upu + C
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ou` :
u =
1
p− 1
( f−1∑
j=0
p− 1− (aj + bj − (a+ b)j)
)
∈ Z≥0
U = (−1)f−1+u
∏f−1
j=0 aj !bj !∏f−1
j=0 (a + b)j !
∈ Z×p
et ou` val(C) > u.
Si χ, χ′ : L× → E× sont deux caracte`res multiplicatifs localement constants,
on note χ′ ⊗ χ : B(L)→ E× le caracte`re :(
a b
0 d
)
7→ χ′(a)χ(d)
et Ind
GL2(L)
B(L) χ
′ ⊗ χ le E-espace vectoriel des fonctions localement constantes f :
GL2(L)→ E telles que :
f(bg) = (χ′ ⊗ χ)(b)f(g)
(b ∈ B(L), g ∈ GL2(L)) que l’on munit de l’action a` gauche de GL2(L) par
translation a` droite sur les fonctions.
The´ore`me 2.5.2. — Soit ρ re´ductible ge´ne´rique, J ⊆ S et M un OE-module
fortement divisible de type J tel que ρ ≃ HomFil1,ϕ1(M, Âcris⊗Zp Fp)∨(1). Soit G
le groupe p-divisible avec donne´e de descente correspondant a` M, D le module
de Dieudonne´ contravariant associe´ a` G et V (resp. V ′) la valeur propre de ϕf
sur la partie η(J)-isotypique (resp. η′(J)-isotypique) de D. Conside´rons la se´rie
principale mode´re´ment ramifie´e :
πp
de´f
= Ind
GL2(L)
B(L) η
′(J)nr(V ′)| · | ⊗ η(J)nr(V )
ou` η(J) et η′(J) sont vus comme des caracte`res de L× en envoyant p et 1 + pOL
vers 1 et soit v̂ ∈ πI1(OL)p non nul sur lequel I(OL) agit par η′(J) ⊗ η(J) (un tel
vecteur existe). Si J /∈ {∅,S}, il existe un unique e´le´ment x̂(J) ∈ O×E tel que
dans πp :∑
s∈Fq
(∏
σ∈J
[σ(s)]p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v̂ = x̂(J)
∑
s∈Fq
(∏
σ/∈J
[σ(s)]p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)
v̂.
De plus, la re´duction de x̂(J) dans kE est :
− θ(−1)
(∏
σ∈J
ασ
∏
σ/∈J
βσ
)−1
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xσ(rσ + 1)
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xσ(rσ + 1)
(22)
avec (ασ)σ∈S , (βσ)σ∈S et (xσ)σ∈S comme en (1).
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De´monstration. — Notons que la se´rie principale πp correspond a` la repre´senta-
tion de Weil associe´e a` D muni de la donne´e de descente (selon [21]) par la
correspondance de Langlands locale convenablement normalise´e. Un calcul direct
et e´le´mentaire dans πp donne :(
0 1
p 0
)
v̂ =
1
q
V ′
∑
t∈Fq
(
[t] 1
1 0
)
v̂
ce qui ame`ne a` calculer X
de´f
=
∑
s,t∈Fq
(∏
σ∈J [σ(s)]
p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)(
[t] 1
1 0
)
v̂. On
a : (
[s] 1
1 0
)(
[t] 1
1 0
)
=
(
1 [s]
0 1
)
si t = 0(23)
=
(
[s] + [t−1] 1
1 0
)(
[t] 1
0 −[t−1]
)
si t 6= 0
d’ou` :
X =
∑
s∈Fq
(∏
σ∈J
[σ(s)]p−1−rσ
)(
1 [s]
0 1
)
v̂
+
∑
s∈Fq,t∈F×q
(∏
σ∈J
[σ(s)]p−1−rσ
)(
[s] + [t] 1
1 0
)(
[t−1] 1
0 −[t]
)
v̂.
Comme
(
1 [s]
0 1
)
v̂ = v̂ et comme
∑
s∈Fq
∏
σ∈J [σ(s)]
p−1−rσ = 0 (car J 6= ∅), la
premie`re somme dans X est nulle. Par (3) et la de´finition des cσ (lemme 2.1.3),
on a : (
[t−1] 1
0 −[t]
)
v̂ = [θ(−1)](−1)
∑
σ∈J rσ
(∏
σ∈S
[σ(t)]cσ
)
v̂
et la deuxie`me somme dans X se re´crit avec un changement de variables e´vident
(en utilisant encore que v̂ est invariant sous I1(OL)) :
X = [θ(−1)](−1)
∑
σ∈J rσ
∑
s,t∈Fq
(∏
σ∈J
[σ(s)]p−1−rσ
)(∏
σ∈S
[σ(t)]cσ
)(
[s+ t] 1
1 0
)
v̂
= [θ(−1)](−1)
∑
σ∈J rσ
∑
s∈Fq
(∑
t∈Fq
(∏
σ∈J
[σ(t)]p−1−rσ
)(∏
σ∈S
[σ(s− t)]cσ
))(
[s] 1
1 0
)
v̂.
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Comme J 6= S, on a ∑t∈Fq (∏σ∈J [σ(t)]p−1−rσ)(∏σ∈S [σ(−t)]cσ) = 0, d’ou` :
X = [θ(−1)](−1)
∑
σ∈J rσ
∑
s∈Fq
[(∏
σ∈J
[σ(s)]p−1−rσ
)(∏
σ∈S
[σ(s)]cσ
)
(∑
t∈Fq
(∏
σ∈J
[σ(t)]p−1−rσ
)(∏
σ∈S
[σ(1− t)]cσ
))](
[s] 1
1 0
)
v̂
soit en utilisant le lemme 2.1.3 :
X = [θ(−1)](−1)
∑
σ∈J rσT
∑
s∈Fq
(∏
σ/∈J
[σ(s)]p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)
v̂
ou` T
de´f
=
∑
t∈Fq
(∏
σ∈J [σ(t)]
p−1−rσ
)(∏
σ∈S [σ(1− t)]cσ
)
. On a donc :
(24) x̂(J) = [θ(−1)](−1)
∑
σ∈J rσ
1
pf
V ′T.
Comme J /∈ {∅,S}, on peut appliquer le the´ore`me 2.5.1 a` T (avec
a
de´f
=
∑
σ0◦ϕj∈J p
j(p− 1− rσ0◦ϕj ) et b de´f=
∑
σ0◦ϕj∈S p
jcσ0◦ϕj ). Un calcul e´le´mentaire
utilisant le lemme 2.1.3 donne :
(a + b)j = 0 si σ0 ◦ ϕj ∈ J
(a + b)j = p− 1− rσ0◦ϕj si σ0 ◦ ϕj /∈ J
d’ou` on de´duit :
aj + bj − (a+ b)j =

0 si σ0 ◦ ϕj /∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 /∈ J
−1 si σ0 ◦ ϕj /∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 ∈ J
p− 1 si σ0 ◦ ϕj ∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 ∈ J
p si σ0 ◦ ϕj ∈ J et σ0 ◦ ϕj−1 /∈ J.
On a ainsi :
u =
1
p− 1
( ∑
σ0◦ϕ
j /∈J
σ0◦ϕj−1 /∈J
p− 1 +
∑
σ0◦ϕ
j /∈J
σ0◦ϕj−1∈J
p −
∑
σ0◦ϕ
j∈J
σ0◦ϕj−1 /∈J
1
)
= |S\J |
et :
U = (−1)|J |+1
∏
σ∈J
(p− 1− rσ)!
∏
σ∈S
cσ!∏
σ/∈J
(p− 1− rσ)!
.
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En utilisant n!(p− 1− n)! ≡ (−1)n−1 modulo p si n ∈ {0, · · · , p− 1} et le lemme
2.1.3 on obtient :
U ≡ (−1)1+ |F (J)|2 +
∑
σ∈J rσ
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
rσ + 1
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
rσ + 1
modulo p.
Par ailleurs les valeurs propres de ϕf sur D sont (avec les notations du § 2.2)
V = p|Iη(J)|α = p|S\J |α et V ′ = p|Iη′(J)|α′ = p|J |α′ (cf. remarque 2.2.2(ii)). On a
donc avec ce qui pre´ce`de et (24) :
x̂(J) = [θ(−1)](−1)
∑
σ∈J rσ
1
pf
p|J |α′(−1)1+ |F (J)|2 +
∑
σ∈J rσ
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
rσ + 1
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
rσ + 1
p|S\J | + δ
= [θ(−1)]α′(−1)1+ |F (J)|2
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
rσ + 1
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
rσ + 1
+ δ
ou` δ ∈ OE a une valuation strictement positive. On obtient alors l’e´galite´ (22)
avec (17).
Remarque 2.5.3. — Si J = S, un calcul analogue a` celui de la preuve du
the´ore`me 2.5.2 donne (rappelons que V = p|S\J |α et V ′ = p|J |α′) :
∑
s∈Fq
(∏
σ∈S
[σ(s)]p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v̂ = −[θ(−1)]α′
∑
s∈Fq
(
[s] 1
1 0
)
v̂+
[θ(−1)]qα′
(
0 1
1 0
)
v̂.
On en de´duit l’e´quation pour J = ∅ en remplac¸ant ( 0 1p 0 ) v̂ par v̂ et en utilisant(
p 0
0 p
)
v̂ = αα′v̂ et la remarque 2.2.2(iv) :
∑
s∈Fq
(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v̂ = −[θ(−1)]α′
∑
s∈Fq
(∏
σ∈S
[σ(s)]p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)
v̂+
q
(
p 0
0 1
)
v̂.
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2.6. Valeurs spe´ciales de parame`tres. — On de´finit des parame`tres x(J)
sur certaines repre´sentations lisses de GL2(L) sur kE et on montre comment les
re´sultats des parties pre´ce´dentes permettent de “distinguer” des valeurs spe´ciales
de ces parame`tres.
On conserve les notations des sections pre´ce´dentes, en particulier on fixe une
repre´sentation ρ re´ductible comme au § 2.1. Pour J ⊆ S, on note τ(J) l’unique
poids de Serre tel que l’action de I(OL) sur τ(J)I1(OL) est donne´e par le caracte`re
η′(J)⊗η(J) (cf. (3), notons que τ(J) de´pend aussi de ρ). Un tel poids est unique
car η′(J) 6= η(J). On a par exemple τ(∅) = (⊗σ∈S(Symrσ k2E)σ)⊗ θ ◦ det ∈ D(ρ)
et τ(S) = (⊗σ∈S(Symp−1−rσ k2E)σ)⊗
∏
σ∈S σ ◦ detrσ⊗θ ◦ det. De plus τ(S\J) est
le socle de la repre´sentation ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J)⊗ η(J) du lemme 2.1.4, τ(J) est son
co-socle ([5, § 2]) et τ(∅) un de ses constituants (voir la preuve du lemme 2.1.4
ou celle du lemme 2.6.2(ii) ci-dessous).
La proposition suivante de´finit abstraitement les parame`tres qui sont au coeur
de cet article.
Proposition 2.6.1. — Soit J ⊆ S et π une repre´sentation lisse de GL2(L) sur
kE avec un caracte`re central et ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(i) τ(∅) apparaˆıt dans le GL2(OL)-socle de π avec multiplicite´ 1
(ii) τ(∅) est le seul constituant commun a` indGL2(OL)I(OL) η′(J)⊗η(J) et au GL2(OL)-
socle de π
(iii) π contient l’unique quotient de ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J)⊗ η(J) de socle τ(∅).
Alors il existe (a` multiplication par un scalaire non nul pre`s) un unique vecteur
v ∈ πI1(OL) non nul sur lequel I(OL) agisse par η′(J)⊗ η(J) et un unique e´le´ment
x(J) ∈ k×E tel que l’on ait l’e´galite´ dans π :∑
s∈Fq
(∏
σ∈J
σ(s)p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v = x(J)
∑
s∈Fq
(∏
σ/∈J
σ(s)p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)
v.
De´monstration. — Par (i), (ii) et (iii), on a un unique (a` homothe´tie pre`s) mor-
phisme non nul GL2(OL)-e´quivariant :
ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J)⊗ η(J) −→ π(25)
et ce morphisme se factorise par l’unique quotient de l’induite de socle τ(∅). Il
envoie de plus l’unique vecteur non nul de
(
ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J))I1(OL) sur
lequel I(OL) agit par η′(J) ⊗ η(J) vers un vecteur non nul v ∈ π avec la meˆme
proprie´te´. L’unicite´ d’un v ∈ π comme dans l’e´nonce´ re´sulte par re´ciprocite´ de
Frobenius de l’unicite´ du morphisme (25). Comme τ(∅) est en “position S\J”
dans l’induite ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J)⊗ η(J), par [5, Lem.2.7] le vecteur :∑
s∈Fq
( ∏
σ∈S\J
σ(s)p−1−rσ
) (
[s] 1
1 0
)
v
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est un ge´ne´rateur de τ(∅)I1(OL) dans π. Comme I(OL) agit sur
(
0 1
p 0
)
v ∈ πI1(OL)
par η(J)⊗ η′(J), on en de´duit par re´ciprocite´ de Frobenius une surjection canon-
ique :
ind
GL2(OL)
I(OL) η(J)⊗ η′(J)։
〈
GL2(OL)
(
0 1
p 0
)
v
〉 ⊂ π
vers la sous-GL2(OL)-repre´sentation de π engendre´e par
(
0 1
p 0
)
v. Comme les
constituants de ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J)⊗η(J) et de indGL2(OL)I(OL) η(J)⊗η′(J) sont les meˆmes
(mais dans l’“ordre inverse”), par (ii) cette surjection se factorise ne´cessairement
par l’unique quotient de l’induite de socle τ(∅). Par (i), ce socle est aussi celui de
l’image du morphisme (25). Par le meˆme raisonnement que pre´ce´demment (en
remplac¸ant ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J) ⊗ η(J) par indGL2(OL)I(OL) η(J) ⊗ η′(J) et v par
(
0 1
p 0
)
v)
le vecteur : ∑
s∈Fq
(∏
σ∈J
σ(s)p−1−rσ
) (
[s] 1
1 0
) (
0 1
p 0
)
v
est donc aussi un ge´ne´rateur de τ(∅)I1(OL) dans π. Comme dimkE τ(∅)I1(OL) = 1,
il doit exister un scalaire non nul x(J) comme dans l’e´nonce´.
Notons que si J et π ve´rifient les hypothe`ses de la proposition 2.6.1, alors
S\J et π les ve´rifient aussi et on a la relation x(J)x(S\J) = ωπ(p) ou` ωπ est le
caracte`re central de π (cela vient du fait que
(
0 1
p 0
) (
0 1
p 0
)
agit par la multiplication
par ωπ(p)).
Bien que nous n’en ayons pas strictement besoin pour les applications globales,
il est e´clairant de replacer la proposition 2.6.1 dans le contexte de [5].
On rappelle que ρ est re´ductible ge´ne´rique et que D(ρ) de´signe l’ensemble de ses
poids de Serre (cf. § 2.1). Soit D(ρ) la repre´sentation maximale (pour l’inclusion)
de GL2(Fq) sur kE ve´rifiant les deux conditions :
(i) le socle de D(ρ) est ⊕τ∈D(ρ)τ
(ii) les constituants de ce socle n’apparaissent pas ailleurs dans D(ρ).
On peut montrer qu’une telle repre´sentation existe (cf. [5, Prop.13.1]). De plus,
D(ρ) est alors de la forme ⊕τ∈D(ρ)Dτ (ρ) ou` Dτ (ρ) est l’unique facteur direct de
D(ρ) de socle τ et les caracte`res de I(OL) qui apparaissent sur D(ρ)I1(OL) sont
tous distincts (i.e. apparaissent avec multiplicite´ 1).
Lemme 2.6.2. — Soit J ⊆ S.
(i) Le poids de Serre τ(J) est un constituant de D(ρ) (rappelons que τ(J) de´pend
de J et ρ).
(ii) Le poids de Serre τ(J) est un constituant de Dτ(∅)(ρ) si et seulement si
Z(ρ) ∩ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J} = ∅.
De´monstration. — (i) Comme ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J)⊗ η(J) a certains de ses constitu-
ants dans D(ρ) et comme τ(J) est son co-socle, on en de´duit qu’elle posse`de un
quotient de socle un poids de Serre dans D(ρ), de co-socle τ(J) et dont aucun
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constituant a` part le socle n’est dans D(ρ). Par maximalite´ de D(ρ), on en de´duit
que ce quotient est un sous-objet de D(ρ), d’ou` (i).
(ii) On fixe σ0 ∈ S et on reprend les notations de la preuve du lemme 2.1.4.
Les constituants de ind
GL2(OL)
I(OL) η
′(J)⊗ η(J) qui sont dans D(ρ) sont les poids de
Serre indexe´s par les parties de S contenant {σ0 ◦ϕj, j ∈ Jmin} et contenues dans
{σ0 ◦ ϕj, j ∈ Jmax} ou` Jmin et Jmax sont comme suit (cf. [3, Prop.4.3] et les
e´galite´s (19) de la preuve de loc.cit.) :
Jmin = {j, λj+1(xj+1) = p− 1− xj+1 ou
(
λj+1(xj+1) = xj+1 + 1
et σ0 ◦ ϕj+1 /∈ Z(ρ)
)}
Jmax = {j, λj+1(xj+1) ∈ {p− 1− xj+1, xj+1 + 1} ou
(
λj+1(xj+1) = p− 2− xj+1
et σ0 ◦ ϕj+1 ∈ Z(ρ)
)}
avec (λj(xj))j∈{0,··· ,f−1} comme en (6). En particulier, on a toujours (cf. fin de la
preuve du lemme 2.1.4) :
{σ0 ◦ ϕj, j ∈ Jmin} ⊆ S\J ⊆ {σ0 ◦ ϕj, j ∈ Jmax}.
De plus τ(∅) est indexe´ par S\J dans indGL2(OL)I(OL) η′(J)⊗ η(J). Par construction
de D(ρ) et par [3, Prop.4.3] (avec [5, Thm.2.4]), on voit donc que τ(J) est un
constituant deDτ(∅)(ρ) si et seulement si S\J = {σ0◦ϕj, j ∈ Jmax}. En proce´dant
comme dans la preuve du lemme 2.1.4, cela est e´quivalent a` σ0 ◦ ϕj+1 /∈ Z(ρ) si
λj+1(xj+1) = p − 2 − xj+1, c’est-a`-dire si σ0 ◦ ϕj+1 /∈ J et σ0 ◦ ϕj ∈ J par (6).
C’est donc e´quivalent a` Z(ρ) ∩ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J} = ∅.
La proposition suivante n’est pas utilise´e dans la suite, mais donne une variante
plus pre´cise de la proposition 2.6.1.
Proposition 2.6.3. — Soit π une repre´sentation lisse de GL2(L) sur kE avec
un caracte`re central et ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(i) π contient D(ρ)
(ii) le GL2(OL)-socle de π est celui de D(ρ)
(iii) D(ρ)I1(OL) est stable par
(
0 1
p 0
)
dans π.
Soit J ⊆ S tel que Z(ρ) ∩ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J} = ∅. Alors il existe (a`
multiplication par un scalaire non nul pre`s) un unique vecteur v ∈ Dτ(∅)(ρ)I1(OL) ⊆
πI1(OL) non nul sur lequel I(OL) agisse par η′(J)⊗ η(J). De plus, si Z(ρ) ∩ {σ ∈
S, σ ∈ J, σ ◦ ϕ−1 /∈ J} = ∅, alors il existe un unique e´le´ment x(J) ∈ k×E tel que
l’on ait l’e´galite´ de la proposition 2.6.1. Si Z(ρ)∩{σ ∈ S, σ ∈ J, σ◦ϕ−1 /∈ J} 6= ∅,
alors on a dans π :∑
s∈Fq
(∏
σ∈J
σ(s)p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v = 0.
De´monstration. — Notons que les hypothe`ses (i) et (ii) et la de´finition de D(ρ)
font que HomGL2(OL)(Dτ (ρ), π) = kE pour tout τ ∈ D(ρ) de sorte que π contient
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chaque Dτ (ρ) de manie`re unique. Par le lemme 2.6.2, τ(J) est un constituant de
Dτ(∅)(ρ) et les deux cas correspondent respectivement a` τ(S\J) est un constituant
de Dτ(∅)(ρ) et τ(S\J) n’est pas un constituant de Dτ(∅)(ρ). On ne de´montre que
le deuxie`me cas, la preuve du premier e´tant analogue a` celle de la proposition
2.6.1. Notons que par le lemme 2.6.2(ii), on a alors J /∈ {∅,S}. Par les hypothe`ses
et par les de´finition et structure de D(ρ), on a
(
0 1
p 0
)
v ∈ Dτ (ρ) pour un τ ∈ D(ρ)
qui n’est pas τ(∅). La sous-GL2(OL)-repre´sentation
〈
GL2(OL)
(
0 1
p 0
)
v
〉
de D(ρ)
engendre´e par
(
0 1
p 0
)
v est contenue dans Dτ (ρ) et en particulier n’a donc pas τ(∅)
dans ses constituants. Conside´rons la surjection canonique :
ind
GL2(OL)
I(OL) η(J)⊗ η′(J)։
〈
GL2(OL)
(
0 1
p 0
)
v
〉
donne´e par re´ciprocite´ de Frobenius. Dans cette surjection, le constituant τ(∅)
de ind
GL2(OL)
I(OL) η(J)⊗ η′(J) est ne´cessairement envoye´ vers 0 a` droite puisqu’il n’y
apparaˆıt plus comme constituant. Par [5, Lem.2.7], le vecteur :∑
s∈Fq
(∏
σ∈J
σ(s)p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v ∈ 〈GL2(OL) ( 0 1p 0 ) v〉 ⊂ π,
s’il est non nul, est tel que T(OL) (le tore de I(OL)) agit sur lui comme
sur τ(∅)I1(OL). Or le caracte`re correspondant de T(OL) n’apparaˆıt pas dans〈
GL2(OL)
(
0 1
p 0
)
v
〉
car aucun autre constituant que τ(∅) ne peut le donner
(utiliser J /∈ {∅,S} et [5, lem.2.5]). Ce vecteur est donc nul.
Remarque 2.6.4. — (i) Soit π comme dans la proposition 2.6.3 et J ⊆ S tel
que Z(ρ)∩F (J) = ∅. Alors par le lemme 2.1.4 (et la proposition 2.6.3) le couple
(J, π) ve´rifie les hypothe`ses de la proposition 2.6.1, et en particulier il existe un
unique v ∈ πI1(OL) non nul (force´ment dans Dτ(∅)(ρ)I1(OL) par la proposition 2.6.3)
sur lequel I(OL) agisse par η′(J)⊗η(J). Si Z(ρ)∩{σ ∈ S, σ /∈ J, σ◦ϕ−1 ∈ J} = ∅
mais Z(ρ)∩{σ ∈ S, σ ∈ J, σ ◦ϕ−1 /∈ J} 6= ∅, un tel vecteur v n’est pas force´ment
unique, i.e. il peut exister w ∈ πI1(OL)\Dτ(∅)(ρ)I1(OL) (non nul) sur lequel I(OL)
agit par η′(J)⊗η(J). Cela vient du fait que indGL2(OL)I(OL) η′(J)⊗η(J) posse`de alors
plusieurs constituants dans D(ρ) (e.g. les poids de Serre τ(∅) et τ , cf. preuve
pre´ce´dente).
(ii) Lorsque Z(ρ) = ∅, i.e. lorsque D(ρ) = {τ(∅)}, les x(J) (pour tout J ⊆ S)
sont les seuls invariants que l’on peut de´duire de [5] (en proce´dant comme dans
la Proposition 2.6.3) car ils de´terminent dans ce cas comple`tement l’action de(
0 1
p 0
)
sur D(ρ)I1(OL) = Dτ(∅)(ρ)I1(OL). Pour plus de de´tails sur les invariants que
l’on peut de´finir de manie`re syste´matique a` partir des constructions de [5], nous
renvoyons le lecteur a` [29].
Par [5, Thm.1.2], on peut trouver des repre´sentations π ve´rifiant les hy-
pothe`ses de la proposition 2.6.3 (et donc de la proposition 2.6.1 pour J
tel que Z(ρ) ∩ F (J) = ∅) et avec des valeurs presque quelconques pour les
x(J). Plus pre´cise´ment, pour tout ν ∈ k×E qui est un carre´ dans kE et tout
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uplet (x(J))J d’e´le´ments de kE (ou` J parcourt les parties de S ve´rifiant
Z(ρ) ∩ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J} = ∅) qui est tel que :
x(J) = 0 si Z(ρ) ∩ {σ ∈ S, σ ∈ J, σ ◦ ϕ−1 /∈ J} 6= ∅
x(J) = νx(S\J)−1 si Z(ρ) ∩ {σ ∈ S, σ ∈ J, σ ◦ ϕ−1 /∈ J} = ∅
(notons que la condition dans le deuxie`me cas est e´quivalente a` Z(ρ)∩F (J) = ∅),
alors il existe (au moins) une repre´sentation π lisse admissible avec un caracte`re
central ωπ tel que ωπ(p) = ν, qui ve´rifie toutes les proprie´te´s de la proposition
2.6.3 et telle que pour tout J ve´rifiant Z(ρ) ∩ {σ ∈ S, σ /∈ J, σ ◦ ϕ−1 ∈ J} = ∅ :∑
s∈Fq
(∏
σ∈J
σ(s)p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)(
0 1
p 0
)
v = x(J)
∑
s∈Fq
(∏
σ/∈J
σ(s)p−1−rσ
)(
[s] 1
1 0
)
v.
Le corollaire suivant, qui re´sume l’essentiel des re´sultats locaux qui pre´ce`dent,
montre que sous certaines conditions sur π (qui seront ve´rifie´es dans un cadre
global), les scalaires x(J) ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs.
Corollaire 2.6.5. — Soit ρ re´ductible ge´ne´rique et J ⊆ S tel que Z(ρ)∩F (J) =
∅. Soit π une repre´sentation lisse de GL2(L) sur kE telle que (J, π) ve´rifie
les hypothe`ses de la proposition 2.6.1 de sorte que le scalaire x(J) ∈ k×E est
de´fini. Soit M un OE-module fortement divisible de type η(J) ⊗ η′(J) tel que
ρ ≃ HomFil1,ϕ1(M, Âcris⊗ZpFp)∨(1) et de´finissons πp et v̂ comme dans le the´ore`me
2.5.2. On suppose qu’il existe un OE-re´seau stable π0p dans πp contenant v̂ ainsi
qu’un morphisme OE-line´aire GL2(L)-e´quivariant π0p → π tel que l’image de v̂
dans π est non nulle. Alors on a :
x(J) = −θ(−1)
(∏
σ∈J
ασ
∏
σ/∈J
βσ
)−1
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xσ(rσ + 1)
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xσ(rσ + 1)
avec (ασ)σ∈S , (βσ)σ∈S et (xσ)σ∈S comme en (1).
De´monstration. — Cela de´coule de la proposition 2.2.3, du the´ore`me 2.5.2 avec
les remarques 2.5.3 et 2.4.2, et de la proposition 2.6.1.
Remarque 2.6.6. — (i) On voit que le corollaire 2.6.5 applique´ avec J et S\J
pour ρ et π fixe´es (rappelons que Z(ρ) ∩ F (J) = ∅ est e´quivalent a` Z(ρ) ∩
F (S\J) = ∅) redonne bien x(J)x(S\J) = (ω−1 det ρ)(p) = (det ρ)(p) comme
attendu.
(ii) Lorsque Z(ρ) = ∅, on peut re´crire la formule ci-dessus pour x(J) sous la
forme plus simple :
x(J) = −θ(−1)
(∏
σ∈J
ασ
∏
σ/∈J
βσ
)−1∏
σ∈J
xσ(rσ + 1)
xσ◦ϕ(rσ◦ϕ + 1)
.
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3. Re´sultats globaux
3.1. Quelques pre´liminaires. — On commence par quelques pre´liminaires,
notations et de´finitions.
Soit F un corps totalement re´el. Pour chaque place finie v de F , on note Fv
le comple´te´ de F en v et on identifie Gal(Fv/Fv) a` un sous-groupe de Gal(Q/F )
via un choix de plongement Q →֒ Fv. On note kv le corps re´siduel de Fv, qv de´f=
|kv|, | · | de´f= 1
q
val(·)
v
(ou` val(̟v) = 1 si ̟v est une uniformisante de Fv), Iv ⊂
Wv les sous-groupes d’inertie et de Weil de Gal(Fv/Fv) et Frv ∈ Gal(kv/kv) un
Frobenius ge´ome´trique x 7→ xq−1v en v. On normalise la the´orie du corps de classes
local de telle sorte que les releve´s des Frobenius ge´ome´triques correspondent aux
uniformisantes. On normalise la correspondance locale de Langlands de telle sorte
que, si ξ1 et ξ2 sont des caracte`res lisses de F
×
v tels que ξ1ξ
−1
2 6= | · |±1, alors la
repre´sentation de Wv qui correspond a` Ind
GL2(Fv)
B(Fv)
ξ1 ⊗ ξ2| · |−1 est ξ1 ⊕ ξ2.
Soit D une alge`bre de quaternions sur F qui est de´ploye´e en une seule des
places archime´diennes de F note´e τ (on exclut le cas F = Q et D = GL2). On
fixe un isomorphisme Dτ
de´f
= D⊗F,τ R ∼= M2(R) et on pose D×f de´f= (D⊗Q Af )× ou`
Af
de´f
= Ẑ⊗Q est l’anneau des ade`les finis de Q. Si v est une place finie de F , on
note Dv
de´f
= D⊗F Fv. Pour chaque sous-groupe ouvert compact U ⊂ D×f , on note
XU la courbe alge´brique projective lisse sur F associe´e a` U par la the´orie des
mode`les canoniques de Shimura [41] (voir [9, § 1.1] pour un re´sume´ des re´sultats
sous la forme que l’on utilise ici, sauf que l’on prend la convention associe´e au
choix de signe ε = 1 comme dans [13, § 3.3] plutoˆt que la convention de [9]
adopte´e dans [8]). Les points complexes de XU relativement a` τ s’identifient a` :
D×\((C\R)×D×f /U)
ou` l’action de D× sur C\R se fait via D× →֒ D×τ ∼= GL2(R). Pour g ∈ D×f et pour
des sous-groupes ouverts compacts U, V ⊂ D×f tels que g−1V g ⊆ U , l’application
sur les points complexes de´finie par la multiplication a` droite par g provient d’un
morphisme de courbes alge´briques XV → XU de´fini sur F , et tous ces morphismes
induisent des applications Gal(Q/F )-e´quivariantes sur la cohomologie e´tale :
H1e´t(XU,Q,Qp)→ H1e´t(XV,Q,Qp).
On obtient comme cela des actions de Gal(Q/F ) et de D×f qui commutent sur :
ΠD
de´f
= lim−→H
1
e´t(XU,Q,Qp)(1)
ou` la limite inductive est prise sur les sous-groupes ouverts compacts U ⊂ D×f ,
ou` les applications de transition pour V ⊆ U sont induites par g = 1 et ou` (1)
signifie le tordu par le caracte`re cyclotomique p-adique de Gal(Q/F ). L’action
de Gal(Q/F ) est continue et celle de D×f est lisse et admissible. (On pourrait
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aussi prendre la cohomologie e´tale a` coefficients dans une extension finie E de
Qp, mais pour l’instant, il est plus pratique d’avoir Qp).
Fixons des plongements Q →֒ C et Q →֒ Qp et soit σ2 la repre´sentation de
D×∞
de´f
= (D⊗Q R)× qui, en τ est la repre´sentation de la se´rie discre`te holomorphe
de poids 2 de D×τ ∼= GL2(R) de caracte`re central trivial et qui aux autres places
infinies est la repre´sentation triviale. On a une de´composition :
ΠD =
⊕
π
(πf ⊗Q ρπ)
ou` π parcourt les repre´sentations automorphes de (D ⊗Q A)× telles que :
HomC[D×∞](σ2, π) 6= 0.
Dans la de´composition ci-dessus, πf de´signe la repre´sentation de D
×
f sur Q telle
que :
C⊗Q πf ∼= HomC[D×∞](σ2, π)
et ρπ
de´f
= HomQ[D×f ]
(πf ,ΠD) est une repre´sentation de Gal(Q/F ) de dimension 2
sur Qp. Pour une extension finie E suffisamment grande, on e´crit encore ρπ pour
la repre´sentation Gal(Q/F )→ GL2(E).
Dans ce cadre, la compatibilite´ local-global de la correspondance de Langlands
est due a` Carayol [10] pour v ∤p et a` T. Saito [37] pour v|p. Chaque πf se factorise
comme un produit tensoriel restreint sur toutes les places finies v de F :
πf ∼= ⊗′vπv
ou` Qp ⊗Q πv = πDv
(
WD(ρπ|Gal(Fv/Fv))
)
est la repre´sentation lisse irre´ductible de
D×v correspondant (par la correspondance de Langlands locale) a` la “Frobenius-
semi-simplifie´e” de WD(ρπ|Gal(Fv/Fv)), la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e
a` ρπ|Gal(Fv/Fv). En particulier, la repre´sentation ρπ|Gal(Fv/Fv) est potentiellement
semi-stable pour tout v|p et la repre´sentation WD(ρπ|Gal(Fv/Fv)) est inde´composa-
ble lorsque Dv n’est pas de´ploye´e.
Passons maintenant a` la caracte´ristique p. Soit ρ : Gal(Q/F )→ GL2(kE) une
repre´sentation continue, irre´ductible et totalement impaire. On suppose toujours
que le corps fini kE contient l’extension quadratique d’un corps (fini) sur lequel
ρ est de´finie, de sorte que (i) kE contient les valeurs propres de ρ(g) pour tout
g ∈ Gal(Q/F ) et (ii) si H est un sous-groupe de Gal(Q/F ) tel que la restriction
ρ|H est absolument re´ductible alors elle est re´ductible sur kE. On suppose de plus
ρ modulaire au sens ou` elle provient d’une forme modulaire de Hilbert propre
(de poids et niveau quelconques). Comme pre´ce´demment en caracte´ristique 0, la
limite inductive sur les sous-groupes ouverts compacts U de D×f permet de de´finir
une repre´sentation de Gal(Q/F )×D×f :
ΠD
de´f
= lim−→H
1
e´t(XU,Q, kE)(1).
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On de´finit alors une repre´sentation lisse de D×f sur kE par :
πD(ρ)
de´f
= HomkE [Gal(Q/F )](ρ,ΠD)
(notons que πD(ρ) est la repre´sentation associe´e au dual de ρ dans [8, § 4]). Par
[42], la repre´sentation πD(ρ) est non nulle pour certains choix de D que l’on
explicitera au § 3.2 (voir le corollaire 3.2.3). Un argument classique (voir par
exemple [8, Lem.4.11]) montre que si U est suffisamment petit, alors on a :
πD(ρ)
U = HomkE [Gal(Q/F )](ρ,H
1
e´t(XU,Q, kE)(1)),
en particulier la repre´sentation πD(ρ) est admissible. A` la suite du travail d’Emer-
ton [19] pour GL2 /Q, il est conjecture´ dans [8, Conj.4.7] que πD(ρ) se factorise
comme un produit tensoriel restreint :
(26) πD(ρ) = ⊗′vπD,v(ρ)
ou` chaque πD,v(ρ) est une repre´sentation lisse admissible de D
×
v sur kE. Au moins
pour v ne divisant pas p, on s’attend de plus a` ce que πD,v(ρ) ne de´pende que
des classes d’isomorphisme de ρ|Gal(Fv/Fv) et de Dv. Si v divise p et si τ est une
repre´sentation lisse irre´ductible de O×Dv sur kE (ou` ODv est un ordre maximal
dans Dv), on dit que ρ est modulaire de poids τ (en v, par rapport a` D) si :
HomkE [O×Dv ]
(τ, πD(ρ)) 6= 0.
Nous utiliserons le re´sultat re´cent suivant de Gee et Kisin (cf. [25, Thm.B]) sur
les poids dans la conjecture de Serre de [8].
The´ore`me 3.1.1. — Supposons p > 2, ρ|Gal(Q/F ( p√1)) irre´ductible et, si p = 5,
l’image de ρ(Gal(Q/F ( p
√
1))) dans PGL2(kE) non isomorphe a` PSL2(F5). Soit v
une place de F divisant p telle que Fv est non ramifie´e et Dv est de´ploye´e. Si ρ
est modulaire de poids τ (en v, par rapport a` D) alors τ ∈ D(ρ|Gal(Fv/Fv)).
Il y a e´galement une action de Gal(Q/F ) × D×f sur la cohomologie e´tale a`
coefficients entiers :
Π0D
de´f
= lim−→H
1
e´t(XU,Q,OE)(1).
Soit π une repre´sentation automorphe de (D ⊗ A)× telle que π∞ ∼= σ2 et ρπ ∼= ρ
ou` ρπ est la re´duction de l’unique OE-re´seau stable par Gal(Q/F ) a` homothe´tie
pre`s dans ρπ. On suppose que E est suffisamment grand pour que ρπ soit de´finie
sur E et on pose :
π0
de´f
= HomOE [Gal(Q/F )](ρ
0
π,Π
0
D)(27)
ou` ρ0π est un OE-re´seau stable par Gal(Q/F ) dans ρπ. L’application naturelle
Qp⊗OE π0 → Qp⊗Q πf est un isomorphisme. De plus, comme Gal(Q/F ) agit sur
lim−→H
0
e´t(XU,Q,OE)(1) via Gal(Q/F )ab, l’irre´ductibilite´ de ρ implique que :
(π0)U = HomOE [Gal(Q/F )](ρ
0
π, H
1
e´t(XU,Q,OE)(1))
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pour tout sous-groupe ouvert compact U ⊂ D×f . En particulier (le OE-module
sous-jacent a`) π0 n’a pas de vecteurs divisibles. Par ailleurs, l’injection :
kE ⊗OE H1e´t(XU,Q,OE) →֒ H1e´t(XU,Q, kE)
(en fait un isomorphisme) montre que l’application naturelle :
kE ⊗OE (π0)U → πD(ρ)U
est injective. En prenant la limite inductive, on obtient le lemme suivant.
Lemme 3.1.2. — L’application naturelle kE ⊗OE π0 → πD(ρ) est injective.
3.2. Releve´s de type fixe´. — On rappelle quelques conse´quences de re´sultats
de Gee et de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty ([24], [1], [2]) et on en de´duit
quelques autres.
Le re´sultat principal de Gee est inspire´ d’une technique due a` Khare et Win-
tenberger ([31]) pour de´montrer l’existence et la modularite´ de releve´s avec com-
portement local prescrit de repre´sentations ρ : Gal(Q/F )→ GL2(kE) (continues,
irre´ductibles, totalement impaires). Il ge´ne´ralise des re´sultats de [18] (pour v 6= p)
et de [30] (pour v = p) dans le cas F = Q, eux-meˆmes inspire´s des re´sultats de
changement de niveau de Ribet ([35], [36]). Ce re´sultat de Gee est e´tendu et
renforce´ par celui clef de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty qui donne l’existence de
tels releve´s qui sont ordinaires en des places prescrites au-dessus de p.
On conserve les notations du § 3.1. Pour v place finie de F on note ν la sur-
jection canonique Gal(Fv/Fv) ։ Gal(kv/kv) ∼= Ẑ ou` l’isomorphisme de droite
est de´fini en envoyant le Frobenius ge´ome´trique Frv sur 1. On rappelle qu’une
repre´sentation de Weil-Deligne (r,N) en v (de´finie sur Qp) est un Qp-espace vec-
toriel V de dimension finie muni d’une repre´sentation lisse r : Wv → AutQp V
et d’un endomorphisme nilpotent N : V → V tels que Nr(g) = qν(g)v r(g)N
pour tout g ∈ Wv. On de´finit un type de Weil-Deligne en v comme une classe
d’e´quivalence [r,N ] de repre´sentations de Weil-Deligne en v de dimension 2
ou` (r,N) ∼ (r′, N ′) si (r|Iv , N) est isomorphe a` (r′|Iv , N ′). On dit qu’une
repre´sentation line´aire continue ρ : Gal(Fv/Fv) → GL2(Qp) est de type de Weil-
Deligne [r,N ] si ρ est potentiellement semi-stable et si WD(ρ) ∼ (r,N). On dit
que ρ : Gal(Fv/Fv) → GL2(E) est de type de Weil-Deligne [r,N ] si Qp ⊗E ρ en
est.
Soit [r,N ] un type de Weil-Deligne en v. On dit qu’une repre´sentation lisse
irre´ductible ϑv de O×Dv sur E est un K-type pour [r,N ] si l’on a l’e´quivalence
suivante pour toute repre´sentation de Weil-Deligne (r′, N ′) en v de dimension 2 :
HomE[O×Dv ]
(ϑv, πDv(r
′, N ′)) 6= 0 ⇔ (r′, N ′) ∼ (r,N).
Supposant E suffisamment grand, un K-type pour [r,N ] existe (sans eˆtre en
ge´ne´ral unique, voir [28]) sous l’une des deux hypothe`ses suivantes :
36 C. BREUIL & F. DIAMOND
(i) Dv est non ramifie´e et N = 0
(ii) Dv est ramifie´e et ou bien r est irre´ductible ou bien N 6= 0.
Le lemme ci-dessous relie poids de Serre et types et se de´montre par un argu-
ment classique que l’on omet (voir par exemple [8, Prop.2.10] pour un e´nonce´ et
une preuve sous des hypothe`ses le´ge`rement diffe´rentes).
Lemme 3.2.1. — Soit v une place de F divisant p, [r,N ] un type de Weil-
Deligne en v et ϑv un K-type pour [r,N ]. On a ρ ∼= ρπ pour une repre´sentation
automorphe π de (D ⊗Q A)× telle que π∞ ∼= σ2 et ρπ|Gal(Fv/Fv) est de type [r,N ]
si et seulement si ρ est modulaire de poids τ (en v, par rapport a` D) pour un
constituant τ du semi-simplifie´ de ϑv sur kE.
On rappelle maintenant la conse´quence suivante des re´sultats de Barnet-Lamb,
Gee et Geraghty ([24], [1], [2]).
The´ore`me 3.2.2. — Supposons p > 2, ρ : Gal(Q/F ) → GL2(kE) modu-
laire, ρ|Gal(Q/F ( p√1)) irre´ductible et, si p = 5, l’image de ρ(Gal(Q/F ( p
√
1))) dans
PGL2(kE) non isomorphe a` PSL2(F5). Soit ψ : Gal(Q/F ) → E× un caracte`re
qui rele`ve det ρ et tel que ψε−1 est d’ordre fini, T un sous-ensemble de l’ensemble
des places de F divisant p et S un ensemble fini de places finies de F contenant
les places divisant p et les places ou` ρ ou ψ sont ramifie´s. Pour chaque v ∈ S,
soit [rv, Nv] un type de Weil-Deligne en v et pour chaque v ∈ T ∪ {v ∤p,Nv 6= 0},
soit µv : Gal(Fv/Fv) → k×E un caracte`re. Supposons que, pour chaque v ∈ S,
ρ|Gal(Fv/Fv) admet un releve´ ρv : Gal(Fv/Fv)→ GL2(E) tel que :
(i) si v|p alors ρv est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate (0, 1)
pour tout Fv →֒ Qp
(ii) si v|p alors ρv est potentiellement ordinaire si et seulement si v ∈ T
(iii) ρv est de type de Weil-Deligne [rv, Nv] (v ∈ S)
(iv) si v ∈ T ∪ {v ∤ p,Nv 6= 0} alors ρv a une sous-repre´sentation σv de dimen-
sion 1 telle que σv rele`ve µvω et σvε
−1|Iv est d’ordre fini
(v) det ρv|Iv = ψ|Iv (v ∈ S).
Alors, quitte a` agrandir E, ρ posse`de un releve´ ρ : Gal(Q/F )→ GL2(E) continu
non ramifie´ en dehors de S et tel que :
(i) si v|p alors ρ|Gal(Fv/Fv) est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-
Tate (0, 1) pour tout Fv →֒ Qp
(ii) si v|p alors ρ|Gal(Fv/Fv) est potentiellement ordinaire si et seulement si v ∈ T
(iii) ρ|Gal(Fv/Fv) est de type de Weil-Deligne [rv, Nv] (v ∈ S)
(iv) si v ∈ T ∪ {v ∤ p,Nv 6= 0} alors ρ|Gal(Fv/Fv) a une sous-repre´sentation σ′v de
dimension 1 telle que σ′v rele`ve µvω et σ
′
vε
−1|Iv est d’ordre fini
(v) det ρ = ψ.
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De plus, un tel releve´ ρ de ρ provient d’une forme modulaire de Hilbert de poids
(2, 2, · · · , 2).
De´monstration. — Ce the´ore`me se de´duit des re´sultats principaux de [24] et [2]
comme explique´ dans la preuve de [25, Lem.5.3.2]. Il diffe`re de loc.cit. seulement
parce que le cas Nv 6= 0 n’y est pas conside´re´ lorsque v|p et n’y est pas explicite´
lorsque v ∤ p. Pour obtenir le the´ore`me 3.2.2, il suffit de modifier les arguments
dans [24] comme explique´ ci-dessous.
D’abord, on ve´rifie qu’il existe une extension re´soluble totalement re´elle F0/F de
degre´ pair telle que :
(i) les restrictions rv|Iw , ρ|Gal(Fv/F0,w) et ψε−1|Gal(Fv/F0,w) sont triviales pour tout
v ∈ S et tout w|v
(ii) les hypothe`ses de [25, Lem.5.3.2] s’appliquent a` r = ρ|Gal(Q/F0) ou` (changeant
ℓ en p, S en S+ et ψ en ψ|Gal(Q/F0)) :
– S+ = {w|p}∐ S0 ou` S0 est l’ensemble des places de F0 au-dessus des places
v de F telles que v ∤p et Nv 6= 0
– τw est trivial pour tout w ∈ S+
– si w|p alors Rw est la composante irre´ductible (de l’anneau de de´formation)
parame´trant les de´formations ordinaires si et seulement si w divise v pour
un v dans T
– si w ∈ S0 alors Rw est la composante irre´ductible (de l’anneau de de´forma-
tion) parame´trant les de´formations de la forme ( ε ∗0 1 ) dans une base conven-
able.
Notant D0 l’alge`bre de quaternions sur F0 ramifie´e exactement aux places infinies
et aux places de S0, on obtient alors une repre´sentation automorphe π0 de (D0⊗Q
A)× telle que :
– π0,w est triviale si w est une place infinie ou si w ∈ S0
– π0,w est non ramifie´e si w 6∈ S0
– ρπ0
∼= ρ|Gal(Q/F0)
– si w|p alors π0 est ordinaire en w si et seulement si w|v pour un v dans T .
On utilise alors l’argument d’augmentation du niveau de [42] comme dans la
preuve de [32, (3.5.3)] pour remplacer S0 par l’ensemble de toutes les places
de F0 au-dessus des places v de F telles que Nv 6= 0. Plus pre´cise´ment, soit
w1, · · · , wr les places de F0 divisant p et au-dessus d’une place v de F telle que
Nv 6= 0. Pour i = 1, · · · , r on de´finit par re´currence des extensions Fi de F0 telles
que :
– Fi/Fi−1 est quadratique totalement re´elle
– ρ|Gal(Q/Fi( p√1)) est irre´ductible
– si w ∈ S ′i alors w est totalement de´compose´e dans Fi ou` S ′i est l’ensemble
des places de Fi−1 au-dessus des places de {w1, · · · , wi} ∐ S0
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– si w est une place de Fi−1 au-dessus d’une place de {wi+1, · · · , wr} alors w
est inerte dans Fi.
Soit Si l’ensemble des places de Fi au-dessus de celles de S
′
i, on a S
′
i = {w′i}∐Si−1
ou` w′i est l’unique place de Fi−1 au-dessus de wi (en particulier on a w
′
1 = w1 et
S ′1 = {w1} ∐ S0). Soit Di l’alge`bre de quaternions sur Fi ramifie´e exactement
aux places infinies et aux places de Si. On montre par re´currence sur i qu’il
existe une repre´sentation automorphe πi de (Di⊗QA)× ve´rifiant la meˆme liste de
proprie´te´s que π0 (voir ci-dessus) avec F0 remplace´ par Fi, D0 par Di et S0 par Si
(cela se de´montre en choisissant un premier auxiliaire ℓ satisfaisant [32, (3.5.6)]
et en appliquant le meˆme argument qu’en [32, (3.5.3)], l’existence d’un releve´
de ρπi−1|Gal(Fw′
i
/Fw′
i
) de type de Weil-Deligne [r,N ] avec r non ramifie´e et N 6= 0
combine´e avec l’ordinarite´ de πi−1 en la place w′i et la compatibilite´ local-global
en w′i assurent que les hypothe`ses de [32, (3.1.11)] sont satisfaites, l’hypothe`se
w′i ∤ p e´tant superflue dans la preuve lorsque la repre´sentation τ de loc.cit. est
triviale).
Pour finir, on proce`de exactement comme dans la preuve de [24, (3.1.5)] : pour
toutes les places finies v ∈ S telles que Nv 6= 0, on choisit la composante
irre´ductible (de l’anneau de de´formation locale “cadre´e” (framed)) parame´trant
les releve´s conjugue´s a` µv (
ε ∗
0 1 ) avec µv : Gal(Fv/Fv)→ O×E choisi tel que le releve´
ρv de l’e´nonce´ ve´rifie ρv ∼ µv ( ε ∗0 1 ) (cf. [31, (3.2.6)] pour une analyse de cette
composante lorsque v divise p). En travaillant au-dessus de F ′ de´f= Fr, on voit que
l’anneau de de´formation qui en re´sulte posse`de un point modulaire, et donc tous
ses points a` valeurs dans Zp sont modulaires et il est fini sur Zp. Il s’ensuit que
Rψ,τF ′,S (avec la notation de [24]) est fini sur Zp, donc a un point a` valeurs dans Zp.
De plus, si ρ est la de´formation correspondante, alors ρ|Gal(Q/F ′) est modulaire,
et donc aussi ρ. Cela conclut la preuve.
Notons (H0) l’hypothe`se de compatibilite´ suivante entre D et ρ :
(H0) Pour chaque place v de F telle que v ∤p et Dv est ramifie´e, la repre´sentation
ρ|Gal(Fv/Fv) est soit irre´ductible soit isomorphe a` une repre´sentation de la
forme µv (
ω ∗
0 1 ) pour un caracte`re µv : Gal(Fv/Fv)→ k×E .
Corollaire 3.2.3. — Supposons p > 2, ρ : Gal(Q/F ) → GL2(kE) modu-
laire, ρ|Gal(Q/F ( p√1)) irre´ductible et, si p = 5, l’image de ρ(Gal(Q/F ( p
√
1))) dans
PGL2(kE) non isomorphe a` PSL2(F5). Alors πD(ρ) 6= 0 (voir § 3.1) si et
seulement si l’hypothe`se (H0) est ve´rifie´e.
De´monstration. — Notons d’abord que πD(ρ) est non nul si et seulement si
ρ = ρπ pour une repre´sentation automorphe π de (D ⊗Q A)× telle que π∞ ∼= σ2.
En effet, si une telle π existe alors le lemme 3.1.2 montre que πD(ρ) 6= 0.
Re´ciproquement, si πD(ρ) 6= 0 alors ρ est une sous-repre´sentation de la re´duction
d’un re´seau dans H1e´t(XU,Q, E)(1) pour un U convenable, et la repre´sentation
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H1e´t(XU,Q, E)(1) est une somme directe de telles repre´sentations ρπ (quitte a`
agrandir E). En particulier, si πD(ρ) 6= 0 et D est ramifie´e en v, alors ρ posse`de
un releve´ modulaire ρ tel que ρ|Gal(Fv/Fv) est soit irre´ductible, soit un tordu d’une
repre´sentation de la forme ( ε ∗0 1 ). De plus, il est bien connu que si ρ|Gal(Fv/Fv)
est irre´ductible mais a une re´duction re´ductible, alors c’est une induite d’un car-
acte`re ψ : Gal(Fv/L)→ O×E tel que ψ
σ
= ψ ou` qv ≡ −1 mod p, L est l’extension
quadratique non ramifie´e de Fv et σ le ge´ne´rateur de Gal(L/Fv). On en de´duit
que ρ|Gal(Fv/Fv) est dans tous les cas de la forme requise pour que (H0) soit
ve´rifie´e.
Re´ciproquement, supposons (H0) satisfaite. Comme ρ est modulaire, on a
ρ ∼= ρπ′ pour une repre´sentation automorphe π′ de (D′⊗Q A)× telle que π′∞ ∼= σ2
ou` D′ est une alge`bre de quaternions sur F non ramifie´e aux places divisant p et
en une place infinie exactement (voir par exemple [8, (2.12)]). Soit ψ
de´f
= det ρπ′
et, pour chaque v|p, soit τv un poids de Serre tel que ρ est modulaire de poids
τv (en v) par rapport a` D
′. Par la proposition 4.4 (ou la proposition 4.3) de
l’appendice, τv est un constituant de la re´duction d’un K-type supercuspidal,
donc par le lemme 3.2.1 pour chaque v|p la repre´sentation ρ|Gal(Fv/Fv) admet un
releve´ potentiellement semi-stable ρv avec tous ses poids de Hodge-Tate (0, 1)
et de type de Weil-Deligne correspondant a` une repre´sentation supercuspidale.
Pour chaque v ∤ p ou` D est ramifie´e, l’hypothe`se (H0) assure que ρ|Gal(Fv/Fv)
admet un releve´ ρv de type de Weil-Deligne spe´cial ou supercuspidal. Comme
det ρ|Iv = ψ|Iv pour tout v, on peut tordre chaque ρv par un caracte`re d’ordre une
puissance de p de sorte que det ρv|Iv = ψ|Iv . Maintenant par le the´ore`me 3.2.2
et la correspondance de Jacquet-Langlands, on a ρ ∼= ρπ pour une repre´sentation
automorphe π de (D ⊗Q A)× telle que π∞ ∼= σ2. On en de´duit πD(ρ) 6= 0.
Meˆme si l’objectif principal de cet article concerne les proprie´te´s de l’hypothe´-
tique facteur local πD,v(ρ) en (26) pour v|p lorsque D×v ∼= GL2(Fv) et Fv est non
ramifie´e sur Qp, on en profite pour signaler le re´sultat surprenant suivant lorsque
Dv reste une alge`bre de quaternions en v|p.
Corollaire 3.2.4. — Supposons p > 2, ρ : Gal(Q/F ) → GL2(kE) modulaire,
l’hypothe`se (H0) satisfaite, ρ|Gal(Q/F ( p√1)) irre´ductible et, si p = 5, l’image de
ρ(Gal(Q/F ( p
√
1))) dans PGL2(kE) non isomorphe a` PSL2(F5). Si (26) est vrai
alors pour toute place v de F divisant p ou` D est ramifie´e la repre´sentation
πD,v(ρ) est de longueur infinie.
De´monstration. — Soit π une repre´sentation automorphe de (D⊗QA)× telle que
π∞ ∼= σ2 et ρπ ∼= ρ. Soit S l’ensemble des places w 6= v de F telles que ou bien
w|p ou bien ρπ|Gal(Fw/Fw) est ramifie´e (S contient donc en particulier les places
finies distinctes de v ou` D est ramifie´e) et soit ψ
de´f
= det ρπ. Pour chaque w ∈ S,
soit [rw, Nw] le type de Weil-Deligne de ρπ|Gal(Fw/Fw). Soit τv un poids de Serre
quelconque pour lequel ρ est modulaire en v par rapport a` D. Par la proposition
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4.7 (cf. appendice), pour tout m ≥ 0 il existe un K-type supercuspidal ϑv,m de
conducteur essentiel 2m+3 dont la re´duction contient τv comme constituant. Par
le lemme 3.2.1, on en de´duit que ρ|Gal(Fv/Fv) admet un releve´ ρv,m potentiellement
semi-stable a` poids de Hodge-Tate (0, 1) de type de Weil-Deligne irre´ductible
[rv,m, 0] de conducteur essentiel 2m+3. Quitte a` tordre par un caracte`re, on peut
de plus supposer det ρv,m|Iv = ψ|Iv . Par le the´ore`me 3.2.2 et la correspondance de
Jacquet-Langlands, on a donc une repre´sentation automorphe πm de (D ⊗Q A)×
telle que πm,∞ ∼= σ2, ρπm ∼= ρ, ρπm |Gal(Fw/Fw) est de type de Weil-Deligne [rw, Nw]
pour tout w ∈ S et ρπm|Gal(Fv/Fv) est de type de Weil-Deligne [rv,m, 0]. Pour
w ∈ S et pour un sous-groupe ouvert compact Uw ⊆ O×Dw , la dimension (sur
Q) de πUwm,w est inde´pendante de m (car la compatibilite´ local-global et le fait
que ρπm |Gal(Fw/Fw) est de type de Weil-Deligne inde´pendant de m impliquent que
la restriction πm,w|O×Dw ne de´pend pas de m). Soit U
v de´f=
∏
w 6=v Uw ou`, pour
w ∈ S, Uw est suffisamment petit pour que πUwm,w 6= 0 et ou` Uw = O×Dw pour
w 6∈ S. Alors on a dimQ πUvm,f = Cqmv pour un entier C strictement positif et
inde´pendant de m (voir la proposition 4.7 de l’appendice). Par le lemme 3.1.2 on
a donc dimkE πD(ρ)
Uv ≥ Cqmv . Comme c’est vrai pour tout m, on en de´duit que
πD(ρ)
Uv est de dimension infinie. Si (26) est vrai, on voit donc que πD,v(ρ) est
aussi de dimension infinie. Comme D×v est compact modulo son centre, toutes ses
repre´sentations lisses irre´ductibles sur kE sont de dimension finie. On en de´duit
que πD,v(ρ) est de longueur infinie.
Nous donnerons au § 3.5 ci-dessous une variante du corollaire 3.2.4 (cf. corol-
laire 3.5.4) qui s’applique, elle, a` une “vraie” repre´sentation πD,v(ρ) (et non plus
conjecturale) que nous de´finissons maintenant.
3.3. Le facteur local. — Si ρ est modulaire et si v est une place de F divisant
p, on de´finit de manie`re ad hoc (sous quelques hypothe`ses techniques assez faibles)
un “facteur local” πD,v(ρ) de´pendant de la repre´sentation globale ρ.
On suppose p > 2 et on fixe une repre´sentation ρ : Gal(Q/F )→ GL2(kE) con-
tinue, modulaire et irre´ductible en restriction a` Gal(Q/F ( p
√
1)) telle que, si p = 5,
l’image de ρ(Gal(Q/F ( p
√
1))) dans PGL2(kE) est non isomorphe a` PSL2(F5). On
fixe une place v de F au-dessus de p (on ne fait pas d’hypothe`se supple´mentaire
sur v dans cette section). On fixe aussi une alge`bre de quaternions D sur F
ve´rifiant (H0), de sorte que πD(ρ) 6= 0 par le corollaire 3.2.3. On note OD
un ordre maximal dans D et ODw son adhe´rence dans Dw pour une place finie
quelconque w de F . Dans toute cette section, on suppose de plus satisfaites les
hypothe`ses (H1) et (H2) suivantes :
(H1) Si w est une place finie de F ou` D est ramifie´e, alors ρ|Gal(Fw/Fw) est non
scalaire.
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(H2) Si w 6= v est une place de F divisant p, alors Dw est de´ploye´e et ρ|Gal(Fw/Fw)
est re´ductible non scalaire.
L’hypothe`se (H1) et la condition d’eˆtre non scalaire dans l’hypothe`se (H2)
sont ne´cessaires afin d’eˆtre suˆr que les facteurs locaux en dehors de v ont des
proprie´te´s convenables de “multiplicite´ 1”. Il devrait eˆtre possible de supprimer
l’hypothe`se de re´ductibilite´ dans (H2), i.e. de traiter des cas ou` ρ|Gal(Fw/Fw) est
irre´ductible pour w 6= v divisant p, en utilisant le travail re´cent de Cheng ([12]),
voir la remarque 3.7.2.
On ignore a` l’heure actuelle si l’on dispose d’une factorisation (26), mais on
de´finit ci-dessous de manie`re ad hoc une repre´sentation lisse admissible πD,v(ρ) de
D×v sur kE (de´pendant a priori de toute la repre´sentation ρ) et dont on montrera
au § 3.7 que, au moins lorsque Fv est non ramifie´e sur Qp, Dv est de´ploye´e et
ρ|Gal(Fv/Fv) est re´ductible ge´ne´rique, elle co¨ıncide avec le “facteur local” en v dans
(26) si (26) est ve´rifie´e (corollaire 3.7.4). La repre´sentation πD,v(ρ) est de´finie
comme suit :
πD,v(ρ) = HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ))[m
′]
ou` M
v
est une repre´sentation lisse irre´ductible sur kE d’un sous-groupe ouvert
compact Uv de
∏
w 6=vO×Dw et ou` m′ est un ide´al maximal dans une alge`bre de
Hecke agissant sur HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ)). Plus pre´cise´ment, on de´finit ci-dessous
des ensembles finis S ′ ⊆ S de places finies de F , des repre´sentations Mw (sur kE)
de sous-groupes ouverts compacts Uw ⊂ O×Dw pour w ∈ S, et des ope´rateurs de
Hecke Tw et des scalaires αw ∈ k×E pour w ∈ S ′ tels que :
Uv =
∏
w∈S
Uw
∏
w 6∈S∪{v}
O×Dw , M
v
= ⊗w∈SMw
et tels que m′ est l’ide´al maximal de kE [Tw, w ∈ S ′] engendre´ par les Tw−αw pour
w ∈ S ′. Si w est une place finie de F , ̟w une uniformisante de Fw et n ∈ Z>0,
on e´crit modulo wn pour modulo ̟nw.
On pose :
S
de´f
= {w 6= v, w|p disc(D) ou bien ρ|Gal(Fw/Fw) est ramifie´e},
et :
S ′ de´f= {w 6= v, w|p}
∐
{w 6= v, w| disc(D) et ρ|Gal(Fw/Fw) est re´ductible} ⊆ S.
On de´finit Uw, Mw (pour w ∈ S) et Tw, αw (pour w ∈ S ′) au cas par cas en
distinguant les quatre cas suivants (pour w ∈ S) :
Cas I : w|p
Cas II : w| disc(D) et ρ|Gal(Fw/Fw) est re´ductible
Cas III : w ∤p disc(D) et ρ|Gal(Fw/Fw) est re´ductible (ramifie´e)
Cas IV : ρ|Gal(Fw/Fw) est irre´ductible (donc ramifie´e).
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Notons que w ∈ S ′ correspond aux cas I et II et w ∈ S\S ′ aux cas III et IV
(par (H2)).
Cas I : Par (H2), d’une part l’alge`bre de quaternions D est de´ploye´e en w
et on a donc un isomorphisme O×Dw ∼= GL2(OFw), d’autre part ρ|Gal(Fw/Fw) est
re´ductible et on peut donc e´crire :
ρ|Gal(Fw/Fw) ∼=
(
ξwω ∗
0 ξ
′
w
)
pour des caracte`res ξw, ξ
′
w : Gal(Fw/Fw)→ k×E .
Si ξw|Iw = ξ′w|Iw et ξ
−1
w ⊗ ρ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma en
groupes fini et plat sur OFw , on pose Uw de´f= GL2(OFw). Sinon, on de´finit Uw ⊂
GL2(OFw) comme le sous-groupe des matrices triangulaires supe´rieures modulo
w.
En voyant ξw, ξ
′
w comme des caracte`res de F
×
w , on pose Mw
de´f
= kE(ϑw) ou`
ϑw : Uw → k×E est le caracte`re de´fini par ϑw(g) de´f= ξw(det(g)) si Uw = GL2(OFw)
et ϑw(g)
de´f
= ξw(a)ξ
′
w(d) pour g ≡ ( a b0 d ) mod w sinon.
Pour Tw et αw, on choisit une uniformisante ̟w de OFw , puis on de´finit Tw
comme la double classe Vw (
̟w 0
0 1 )Vw ou` Vw
de´f
= ker(ϑw) et on pose αw
de´f
= ξw(̟w).
Cas II : Par (H0), on a ρ|Gal(Fw/Fw) ∼= ξw ( ω ∗0 1 ) pour un caracte`re
ξw : Gal(Fw/Fw) → k×E . De plus, par (H1), ρ|Gal(Fw/Fw) est non scinde´e si
|kw| ≡ 1 mod p (car alors ω = 1).
On pose Uw
de´f
= O×Dw etMw
de´f
= kE(ϑw) ou` ϑw
de´f
= ξw◦det (det de´signe ici la norme
re´duite). On choisit une uniformisante ΠDw de ODw puis on de´finit Tw comme la
double classe VwΠDwVw ou` Vw
de´f
= ker(ϑw) et on pose αw
de´f
= ξw(det(ΠDw)).
Cas III : On fixe un isomorphisme O×Dw ∼= GL2(OFw) ainsi qu’un caracte`re
ξw : Gal(Fw/Fw) → k×E tel que σw de´f= ξ
−1
w ρ|Gal(Fw/Fw) est de conducteur minimal
parmi ses tordus. On note nw l’exposant du conducteur de σw (un entier positif
ou nul) et µw : F
×
w → k×E le caracte`re correspondant a` det(σw).
Si σw est non ramifie´e, on pose Uw
de´f
= GL2(OFw). Sinon, on de´finit Uw ⊂
GL2(OFw) comme le sous-groupe des matrices triangulaires supe´rieures modulo
wnw . On pose Mw
de´f
= kE(ϑw) ou` ϑw : Uw → k×E est le caracte`re de´fini par
ϑw(g)
de´f
= ξw(det(g)) si Uw = GL2(OFw) et ϑw(g) de´f= ξw(det(g))µw(d) pour g ≡
( a b0 d ) mod w
nw sinon, et Vw
de´f
= ker(ϑw).
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Cas IV : Soit ρw : Gal(Fw/Fw)→ GL2(E) un releve´ quelconque de ρ|Gal(Fw/Fw)
et soit ϑw un K-type pour [r,N ] (voir de´but du § 3.2) ou` r = ρw|Iw et N = 0.
Par des re´sultats de Vigne´ras, la repre´sentation ϑw reste toujours irre´ductible (si
D est de´ploye´e en w, cela suit de [46, 1.6] et [46, 3.11], et si D est ramifie´e en
w, cela suit de [45, Prop.9], [45, Prop.11] et [45, Cor.12]). On pose Uw
de´f
= O×Dw ,
Vw
de´f
= ker(ϑw) et Mw
de´f
= ϑw.
Ayant de´fini Uw, Vw et Mw pour tout w ∈ S, on pose :
Uv
de´f
=
∏
w∈S
Uw
∏
w 6∈S∪{v}
O×Dw , V v
de´f
=
∏
w∈S
Vw
∏
w 6∈S∪{v}
O×Dw
et M
v de´f
= ⊗w∈SMw. Notons que M v est une repre´sentation de Uv/V v.
Lemme 3.3.1. — Pour w ∈ S ′, l’action naturelle de Tw sur πD(ρ)V v induit une
action sur :
HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ)) = HomkE [Uv/V v](M
v
, πD(ρ)
V v).
De´monstration. — Il suffit de montrer que (pour w ∈ S ′) l’action de Uw sur
πD(ρ)
V v commute avec celle de Tw. Lorsque w|p (cas I), on peut choisir des
repre´sentants dans Uw de Uw/Vw qui commutent avec (
̟w 0
0 1 ), et donc pour g ∈ Uw
on a :
g
(
̟w 0
0 1
)
g−1 ∈ Vw
(
̟w 0
0 1
)
Vw.
Comme Vw est distingue´ dans Uw, on en de´duit que g commute avec Tw. Lorsque
w| disc(D) (cas II), le caracte`re ϑw s’e´tend a` D×w . On a donc ϑw(gΠDwg−1) =
ϑw(ΠDw) pour g ∈ Uw = O×Dw d’ou` gΠDwg−1Π−1Dw ∈ ker(ϑw) ∩ O×Dw = Vw et en
particulier gΠDwg
−1 ∈ VwΠDwVw. Donc g commute encore avec Tw.
Pour w ∈ S ′, les ope´rateurs Tw agissent sur HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ)) par le lemme
3.3.1 et ils commutent de plus entre eux puisque tel est le cas sur πD(ρ)
V v . On a
donc une action de T′ de´f= kE [Tw, w ∈ S ′] sur HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ)) et on pose :
πD,v(ρ)
de´f
= HomkE [Uv]
(
M
v
, πD(ρ)
)
[m′](28)
ou` m′ est l’ide´al maximal de T′ engendre´ par les Tw − αw pour w ∈ S ′.
C’est une repre´sentation lisse admissible de D×v sur kE de caracte`re central
ω−1 det ρ|Gal(Fv/Fv).
Remarque 3.3.2. — (i) La de´finition de πD,v(ρ) en I et II ne de´pend pas des
choix des uniformisantes ̟w et ΠDw . Si, dans le cas I, ρ|Gal(Fw/Fw) est scinde´e,
ses sous-repre´sentations de dimension 1 sont par hypothe`se distinctes et il y a
donc deux choix possibles pour de´finir ξw et ξ
′
w. De meˆme dans le cas II avec ξw
si ρ|Gal(Fw/Fw) est scinde´e et si |kw| ≡ −1 mod p (car alors ω = ω−1). Dans ces
situations nous choisissons a` chaque fois une des deux possibilite´s. Il est probable
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que la repre´sentation obtenue πD,v(ρ) soit inde´pendante de ces choix, mais nous
ignorons comment le de´montrer pour l’instant.
(ii) Il y a d’autres choix possibles pour les de´finitions de Uw et Mw. Par exemple,
on aurait pu proce´der en III comme on l’a fait en IV, c’est-a`-dire introduire desK-
types. Mais il aurait alors fallu utiliser une notion de type plus e´tendue de manie`re
a` inclure la repre´sentation de Steinberg lorsque ρ|Gal(Fw/Fw) est spe´ciale. De plus,
pour avoir une repre´sentation Mw irre´ductible, il aurait fallu choisir un releve´
irre´ductible de ρ|Gal(Fw/Fw) lorsque ρ|Gal(Fw/Fw) est spe´ciale et |kw| ≡ −1 mod p.
Inversement, on aurait pu aussi utiliser en IV une de´finition similaire a` celle de
III (sauf dans le cas |kw| ≡ −1 mod p et ρ|Gal(Fw/Fw) est induite de l’extension
quadratique non ramifie´e de Fw). Il n’est pas difficile, la`, de ve´rifier que ces
variantes donneraient la meˆme repre´sentation πD,v(ρ).
(iii) Enfin, on peut remarquer que l’ope´rateur de Hecke Tw est vraiment ne´cessaire
dans le cas I seulement si ρ|Iw est une repre´sentation scalaire, et dans le cas II
seulement si ρ|Gal(Fw/Fw) est scinde´e et |kw| ≡ −1 mod p.
3.4. De´formations. — On de´finit les anneaux de de´formations de repre´senta-
tions galoisiennes locales et globales que l’on utilisera dans la section suivante.
On suppose dans cette section p > 2, ρ : Gal(Q/F )→ GL2(kE) irre´ductible et
ρ|Gal(Fw/Fw) re´ductible non scalaire pour toutes les places w de F divisant p.
Soit Σ un ensemble fini de places finies de F contenant les places divisant p et
les places ou` ρ est ramifie´e. Soit Σ′ un sous-ensemble de Σ tel que :
– si w|p ou si ρ|Iw est re´ductible non scinde´e (donc en particulier ρ|Gal(Fw/Fw)
est alors re´ductible ramifie´e), alors w ∈ Σ′
– si w ∤p et w ∈ Σ′, alors ρ|Gal(Fw/Fw) est isomorphe a` une repre´sentation non
scalaire de la forme ρ|Gal(Fw/Fw) ∼=
(
ξwω ∗
0 ξw
)
.
Donc, pour tout w ∈ Σ′, on peut e´crire :
ρ|Gal(Fw/Fw) ∼=
(
ξwω ∗
0 ξ
′
w
)
pour des caracte`res ξw, ξ
′
w : Gal(Fw/Fw) → k×E . Lorsqu’il y a plusieurs choix
possibles pour le caracte`re ξw, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2(i)).
On commence par les anneaux de de´formations de repre´sentations locales. On
note CO la cate´gorie des OE-alge`bres locales noethe´riennes comple`tes de corps
re´siduel kE . Si A est un objet de CO, on note mA son ide´al maximal.
On note ψ : Gal(Q/F ) → O×E le releve´ de Teichmu¨ller de ω−1 det ρ. On rap-
pelle qu’il existe un anneau de de´formation “cadre´e” (framed) Rw qui parame`tre
les releve´s de ρ|Gal(Fw/Fw) de de´terminant εψ|Gal(Fw/Fw). Plus pre´cise´ment Rw
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repre´sente le foncteur de CO vers les ensembles qui envoie A vers l’ensemble des
releve´s σ : Gal(Fw/Fw)→ GL2(A) de ρ|Gal(Fw/Fw) tels que det σ = εψ|Gal(Fw/Fw).
Pour w ∈ Σ on de´finit un foncteur D△w de CO vers les ensembles comme suit.
Soit A un object de CO. Si w 6∈ Σ′, alors D△w (A) est par de´finition l’ensemble des
releve´s σ : Gal(Fw/Fw) → GL2(A) de ρ|Gal(Fw/Fw) tels que det σ = εψ|Gal(Fw/Fw)
et σ(Iw)
∼→ ρ(Iw). Si w ∈ Σ′, alors D△w (A) est par de´finition l’ensemble des paires
ordonne´es (σ, L) ou` σ : Gal(Fw/Fw) → GL2(A) est un releve´ de ρ|Gal(Fw/Fw) tel
que det σ = εψ|Gal(Fw/Fw) et L est un facteur direct de rang un de A2 (l’espace de
σ) sur lequel Gal(Fw/Fw) agit par un caracte`re de la forme ηε, ou` η est un releve´
de ξw tel que η(Iw)
∼→ ξw(Iw). Dans le cas ou` w|p, ξw = ξ
′
w et ξ
−1
w ⊗ ρ|Gal(Fw/Fw)
est la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma en groupes fini et plat sur OFw , on demande
de plus que η−1⊗σ⊗AA/mnA soit aussi la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma en groupes
fini et plat sur OFw pour tout n ≥ 1. On de´finit D△w sur les morphismes de la
manie`re e´vidente.
Lemme 3.4.1. — Le foncteur D△w pour w ∈ Σ est repre´sentable par un anneau
R△w qui est formellement lisse sur OE de dimension relative 3+[Fw : Qp] (resp. 3)
si w|p (resp. w ∤ p). Si w 6∈ Σ′ ou si ρ|Iw n’est pas scalaire, alors le morphisme
Rw → R△w est surjectif. Si w ∈ Σ′ et ρ|Iw est scalaire, alors R△w est topologique-
ment engendre´ sur Rw par η
univ
w (g) ou` η
univ
w : Gal(Fw/Fw) → (R△w )× est de´fini
par l’action de Gal(Fw/Fw) sur L
univ pour la paire universelle (σuniv, Luniv) sur
R△w et ou` g ∈ Gal(Fw/Fw) est un releve´ quelconque de Frw.
De´monstration. — La preuve est essentiellement dans [31]. On explique ci-
dessous comment la de´duire des re´sultats qui y sont e´nonce´s.
(i) Supposons d’abord w 6∈ Σ′, donc en particulier w ∤ p. Dans ce cas, la
repre´sentabilite´ de D△w par un objet R
△
w de CO et l’existence d’un releve´ ρ0
de ρ|Gal(Fw/Fw) dans D△w (OE) sont des re´sultats standards. Conside´rons la OE-
alge`bre R

ψ,0,fl associe´e a` ρ0 dans [31, § 2.7]. Comme Rψ,0,fl est un quotient
de R△w (par [31, Prop.2.11]) et que R

ψ,0,fl[1/p] est re´gulier de dimension 3 (par
[31, Prop.2.10]), il suffit de montrer que l’espace tangent de R△w ⊗OE kE est
de dimension au plus 3. Comme p > 2, on peut identifier cet espace tangent
D△w (kE[ε]/(ε
2)) avec le noyau de l’application naturelle Z1(Gal(Fw/Fw),M) →
H1(Iw,M) ou` M
de´f
= ad0(ρ|Gal(Fw/Fw)). Le quotient de ce noyau par les cobords
B1(Gal(Fw/Fw),M) est isomorphe a` H
1(Gal(Fw/Fw)/Iw,M
Iw), qui a meˆme di-
mension (sur kE) que H
0(Gal(Fw/Fw),M). On en de´duit que la dimension de
l’espace tangent est bien :
dimkE B
1(Gal(Fw/Fw),M) + dimkE H
0(Gal(Fw/Fw),M) = dimkE M = 3.
La surjectivite´ du morphisme Rw → R△w dans ce cas est claire.
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(ii) On suppose maintenant w ∈ Σ′. Comme D△w est isomorphe au foncteur
obtenu en remplac¸ant la repre´sentation ρ|Gal(Fw/Fw) par une de ses conjugue´es et
en la tordant par un caracte`re, on peut supposer :
ρ|Gal(Fw/Fw) =
(
ξwω zρ
0 1
)
pour un cocycle zρ ∈ Z1(Gal(Fw/Fw), kE(ξwω)).
On conside`re d’abord le cas w|p et ξw 6= 1. On va construire explicitement un
releve´ universel (σuniv, Luniv) ∈ D△w (R△w ) ou` R△w de´f= OE [[T,X1, · · · , Xd+1, Y ]] et
d
de´f
= [Fw : Qp].
Soit ηunivw : Gal(Fw/Fw) → OE [[T ]] le caracte`re ξwnr(1 + T ) ou` ξw de´f= [ξw] est
le releve´ de Teichmu¨ller de ξw et nr(1 + T ) est le caracte`re non ramifie´ envoyant
un Frobenius ge´ome´trique vers 1 + T . On note Ξuniv = nr(1 + T )ηunivw ε. Par [31,
Lem.3.7], le OE [[T ]]-module des cocycles :
Zuniv
de´f
= Z1(Gal(Fw/Fw),OE [[T ]](Ξuniv))
est libre de rang d+ 1 et pour tout morphisme β : OE[[T ]]→ A dans CO, on a :
Z1(Gal(Fw/Fw), A(β ◦ Ξuniv)) = Zuniv ⊗OE [[T ]] A.
(Notons que [31, Lem.3.7] suppose en fait Fw non ramifie´e sur Qp, mais cela n’est
pas ne´cessaire dans la preuve.) En particulier, on a Z1(Gal(Fw/Fw), kE(ξwω)) =
Zuniv ⊗OE [[T ]] kE et on peut choisir un releve´ z˜ρ ∈ Zuniv de zρ ainsi qu’une base
{z1, · · · , zd+1} de Zuniv sur OE [[T ]]. On de´finit alors :
σuniv : Gal(Fw/Fw)→ GL2(R△w ) = GL2(OE[[T,X1, · · · , Xd+1, Y ]])
par :
σuniv
de´f
= nr(1 + T )−1
(
1 0
Y 1
)(
Ξuniv z˜ρ +
∑d+1
i=1 Xizi
0 1
)(
1 0
−Y 1
)
,
et Luniv comme le sous-R△w -module engendre´ par
(
1
Y
)
∈ (R△w )2 (en particulier
on a bien det(σuniv) = ξwε).
Maintenant que nous avons de´fini un e´le´ment σuniv de D△w (R
△
w ), nous devons
montrer que, pour A dans CO et (σ, L) ∈ D△w (A), il existe un unique α : R△w → A
tel que σ = α ◦ σuniv et L = Luniv ⊗R△w A. On remarque d’abord qu’il y a des
e´le´ments t, y ∈ mA uniques tels que L est engendre´ par
(
1
y
)
et Gal(Fw/Fw) agit
sur L par ηε ou` η = ξwnr(1 + t). Comme det(σ) = ξwε, on a :
nr(1 + t)
(
1 0
−y 1
)
◦ σ ◦
(
1 0
y 1
)
=
(
β ◦ Ξuniv z
0 1
)
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pour un z ∈ Z1(Gal(Fw/Fw), A(β ◦ Ξuniv)) ou` β : OE [[T ]] → A est de´fini par
β(T ) = t. Comme z est un releve´ de zρ, on a z = 1 ⊗ z˜ρ +
∑d+1
i=1 xi ⊗ zi pour
des x1, · · · , xd+1 ∈ mA uniques. On en de´duit que α : R△w → A de´fini par T 7→ t,
Y 7→ y et Xi 7→ xi pour i = 1, · · · , d+1 est l’unique α transformant (σuniv, Luniv)
en (σ, L).
Les cas restants ou` w ∈ Σ′ se traitent par des variantes de l’argument ci-dessus.
Si w|p, ξw = 1 et ρ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma en groupes fini
et plat sur OFw , on remplace le module des cocycles par le module :
Z1f (Gal(Fw/Fw),OE [[T ]](Ξuniv))
comme de´fini dans [31]. Si w|p, ξw = 1 et ρ|Gal(Fw/Fw) ne provient pas d’un sche´ma
en groupes fini et plat, on remplace OE [[T ]] par OE , ηunivw par le caracte`re trivial
et d+1 par d+2. Enfin si w ∤p, l’argument est le meˆme que dans le cas pre´ce´dent
mais en remplac¸ant d+ 2 par 2.
(iii) Pour montrer la dernie`re assertion, supposons que ρ|Iw est scalaire et soit
S la sous-Rw-alge`bre de R
△
w topologiquement engendre´e par η
univ
w (g). Alors η
univ
w
est a` valeurs dans S× et σuniv est a` valeurs dans l’image de GL2(Rw), donc dans
GL2(S). Comme ρ(g) n’est pas scalaire, on voit que la matrice B
de´f
= σuniv(g) −
(ηunivw ε)(g)I ∈M2(S) a une re´duction non nulle modulo mS . Comme det(B) = 0,
on en de´duit que L
de´f
= ker(B) est un facteur direct de S2 de rang 1 et donc que
Luniv = R△w ⊗SL. La proprie´te´ universelle de (σuniv, Luniv) donne donc une section
R△w → S de l’inclusion S ⊆ R△w , d’ou` il suit que S = R△w .
Si ρ|Iw n’est pas scalaire, soit S l’image de Rw dans R△w . Alors σuniv est a`
valeurs dans GL2(S) et η
univ
w |Iw dans S×. On choisit g ∈ Iw tel que ρ(g) n’est pas
scalaire et on montre exactement comme ci-dessus que S = R△w .
Remarque 3.4.2. — Si l’on remplace E par une extension finie E ′, alors on a
une application naturelle R′△w → OE′⊗OE R△w ou` R′△w est de´fini en utilisant E ′ au
lieu de E. Un argument standard utilisant le sous-anneau de R′△w des e´le´ments
se re´duisant dans kE montre que cette application est un isomorphisme.
Remarque 3.4.3. — Lorsque w|p, l’anneau R△w co¨ıncide avec l’anneau R,ψw
conside´re´ dans [31] sauf si ρ|Gal(Fw/Fw) est la tordue par un caracte`re d’une
repre´sentation non ramifie´e re´ductible non scinde´e, auquel cas l’application na-
turelle R
,ψ
w → R△w n’est pas surjective.
On de´finit maintenant les anneaux de de´formations de repre´sentations globales
qui vont intervenir. Pour un ensemble fini Q de places de F , on note DQ le
foncteur de CO vers les ensembles qui envoie un objet A vers l’ensemble des
classes d’e´quivalence des releve´s σ : Gal(Q/F ) → GL2(A) de ρ non ramifie´s
en dehors de Σ ∪ Q et tels que det σ = εψ, deux releve´s e´tant e´quivalents s’ils
sont conjugue´s par une matrice g ∈ GL2(A) dont la re´duction modulo mA est la
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matrice identite´. Comme ρ est irre´ductible, le foncteur DQ est repre´sentable par
un anneau de de´formation universelle RQ. On note R

Q l’objet de CO repre´sentant
le foncteur qui associe a` A l’ensemble des classes d’e´quivalence de paires ordonne´es
(σ, {Bw}w∈Σ) ou` σ est un releve´ de ρ comme dans la de´finition de DQ(A) et
chaque Bw est une base de A
2 qui se re´duit sur la base standard de k2E , et ou`
(σ, {Bw}w∈Σ) ∼ (gσg−1, {gBw}w∈Σ) pour toute matrice g ∈ GL2(A) qui se re´duit
modulo mA sur l’identite´.
On pose Rloc
de´f
= ⊗̂w∈ΣRw et R△loc de´f= ⊗̂w∈ΣR△w . On a des applications naturelles
RQ → RQ, Rloc → RQ et Rloc → R△loc. On note enfin R△Q de´f= RQ⊗̂RlocR
△
loc. Lorsque
Q = ∅, on supprime l’indice Q.
3.5. Multiplicite´ un I. — Dans cette section et la suivante, on applique la
me´thode de Taylor-Wiles comme modifie´e par Diamond, Fujiwara et Kisin (cf.
[16] et [32]). Cette premie`re section contient essentiellement des pre´liminaires.
On conserve les notations et hypothe`ses du § 3.3 et on suppose de plus que
la place v|p fixe´e est telle que Fv est non ramifie´e sur Qp, Dv est de´ploye´e et
ρ|Gal(Fv/Fv) est re´ductible ge´ne´rique (cf. § 2.1 et rappelons que la ge´ne´ricite´ im-
plique p > 3). On fixe un isomorphisme de OFw -alge`bres ODw ∼= M2(OFw) pour
chaque place finie w ou` D est de´ploye´e.
Notons qu’avec (H2), on suppose en particulier que pour toute place w|p, Dw
est de´ploye´e et ρ|Gal(Fw/Fw) est re´ductible non scalaire. (Comme de´ja` remarque´
au § 3.3, les re´sultats de [12] devraient permettre de traiter les cas ou` ρ|Gal(Fw/Fw)
est irre´ductible pour w 6= v divisant p, voir la remarque 3.7.2.)
Rappelons qu’au § 3.3, on a de´fini des sous-groupes ouverts compacts Uw ⊃ Vw
et des repre´sentations Mw de Uw/Vw sur kE pour w ∈ S. La place v n’est pas
dans S, mais on de´finit maintenant de manie`re similaire Uv comme le sous-groupe
de O×Dv ∼= GL2(OFv) des matrices triangulaires supe´rieures modulo v (cf. le cas I
ci-dessus). On e´crit :
ρ|Gal(Fv/Fv) ∼=
(
ξvω ∗
0 ξ
′
v
)
pour des caracte`res ξv, ξ
′
v : Gal(Fv/Fv) → k×E et on pose Vv de´f= ker(ϑv) et M v de´f=
kE(ϑv) ou` ϑv : Uv → k×E est de´fini par ϑv(g) de´f= ξv(a)ξ
′
v(d) pour g ≡ ( a b0 d ) modulo
v.
Pour w ∈ S ∪ {v}, on rele`ve la repre´sentation Mw en caracte´ristique 0 comme
suit. Dans les cas I, II et III du § 3.3, on a de´fini Mw = kE(ϑw) pour un caracte`re
ϑw : Uw → k×E , on pose alors Mw de´f= OE(ϑw) ou` ϑw est le releve´ de Teichmu¨ller
de ϑw et OE est suppose´ suffisamment grand. Dans le cas IV (ou` w ∤ p), on a
defini Mw comme la re´duction d’un K-type ϑw pour un releve´ σ de ρ|Gal(Fw/Fw).
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On suppose maintenant que ce releve´ est choisi tel que det σ = εψ|Gal(Fw/Fw) et
σ(Iw)
∼→ ρ(Iw) ou` ψ est le releve´ de Teichmu¨ller de ω−1 det ρ (voir § 3.4). On
de´finit Mw comme un mode`le de ϑw sur OE (en supposant OE suffisamment
grand pour que ϑw ait un tel mode`le). Dans tous les cas on a Mw = kE ⊗OE Mw
comme module pour kE[Uw/Vw].
On de´finit aussi des sous-groupes Uw ⊂ U0w de O×Dw ∼= GL2(OFw) pour les places
finies w 6∈ S ∪ {v} qui ve´rifient la condition :
(Q) le quotient des racines du polynoˆme caracte´ristique de ρ(Frw) n’est pas dans
{1,N(w),N(w)−1}
ou` N(w)
de´f
= |kw| = ε−1(Frw). Pour une telle place w, on de´finit U0w ⊂ GL2(OFw)
comme le sous-groupe des matrices triangulaires supe´rieures modulo w et Uw
comme l’ensemble des g ∈ U0w tels que g ≡ ( a b0 a ) mod w.
Si maintenant Q est un ensemble fini quelconque de places finies de F qui ne
sont pas dans S ∪ {v} et qui satisfont toutes (Q), on pose :
UQ
de´f
=
∏
w∈S∪{v}∪Q
Uw
∏
w 6∈S∪{v}∪Q
O×Dw et VQ
de´f
=
∏
w∈S∪{v}
Vw
∏
w∈Q
Uw
∏
w 6∈S∪{v}∪Q
O×Dw .
On voit UQ/VQ =
∏
w∈S∪{v} Uw/Vw comme agissant sur le OE-module M de´f=
⊗w∈S∪{v}Mw (le produit tensoriel est sur OE). Comme ψ est totalement pair
(car ρ est modulaire), on peut l’identifier par la the´orie du corps de classes a` un
caracte`re des ade`les finis A×F,f trivial sur F
×. Comme ψ co¨ıncide avec ϑw sur
O×Fw pour w ∈ S ∪ {v} et est trivial sur O×Fw sinon, on peut e´tendre l’action de
UQ/VQ sur M via ψ pour obtenir une action du groupe fini G
de´f
= UQA
×
F,f/VQF
×.
Notons que ce groupe est inde´pendant de Q et agit naturellement sur la courbe
de Shimura XVQ, donc sur la cohomologie H
1
e´t(XVQ,Q,OE)(1). On pose :
CQ
de´f
= HomOE [G]
(
M,H1e´t(XVQ,Q,OE)(1)
)
.
Pour w 6∈ {v} ∪ S ∪ Q on de´finit l’ope´rateur de Hecke Tw agissant sur le OE-
module H1e´t(XVQ,Q,OE)(1) par la double classe O×Dw (̟w 00 1 )O×Dw pour un choix
quelconque d’uniformisante ̟w de OFw . De meˆme pour w ∈ Q, on de´finit Tw
agissant sur H1e´t(XVQ,Q,OE)(1) par la double classe Uw (̟w 00 1 )Uw. Attention que
l’ope´rateur Tw pour w ∈ Q de´pend du choix de ̟w. Pour w ∈ S ′ on de´finit Tw
exactement comme au § 3.3. On ve´rifie comme dans la preuve du lemme 3.3.1 (et
plus simplement meˆme lorsque w 6∈ S ∪Q) que chaque Tw induit une action sur
CQ. De plus, ces ope´rateurs commutent deux a` deux ce qui permet de de´finir une
action de la OE-alge`bre commutative T˜ de´f= OE [Tw, w 6∈ {v}∪S\S ′] engendre´e par
des variables formelles Tw pour w 6∈ {v} ∪ S\S ′. On note TQ l’image de T˜ dans
EndOE(CQ) : c’est un OE-module de type fini.
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Rappelons que, pour w ∈ S ′, on a de´fini des e´le´ments αw ∈ k×E . Pour w ∈ Q,
on pose αw
de´f
= N(w)α′w pour un choix de valeur propre α
′
w de ρ(Frw). On note
φQ l’homomorphisme de OE-alge`bres T˜ → kE de´fini par φQ(Tw) = αw pour
w ∈ S ′ ∪ Q et φQ(Tw) = N(w) tr(ρ(Frw)) pour w 6∈ {v} ∪ S ∪ Q, et on pose
mQ
de´f
= ker(φQ).
On pose maintenant Σ
de´f
= S ∪ {v} et :
Σ′ de´f= S ′ ∪ {v} ∪ {w, ρ|Iw est re´ductible non scinde´e}.
Rappelons que S contient toutes les places ou` ρ est ramifie´e, donc on a Σ′ ⊂ Σ, et
notons que les hypothe`ses du § 3.4 sont satisfaites pour ρ, Σ et Σ′. En particulier,
pour tout w ∈ Σ′, on peut e´crire :
ρ|Gal(Fw/Fw) ∼=
(
ξwω ∗
0 ξ
′
w
)
pour des caracte`res ξw, ξ
′
w : Gal(Fw/Fw)→ k×E . De plus, on a toujours ξw = ξ
′
w si
w ∤p (par (H0) ou car l’extension est non scinde´e). Lorsqu’il y a plusieurs choix
possibles pour le caracte`re ξw, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2(i)).
Proposition 3.5.1. — On a des isomorphismesQp⊗OECQ,mQ ∼= ⊕ρπ et Qp⊗OE
TQ,mQ
∼= ⊕Qp ou` Qp⊗OETQ,mQ agit composante par composante sur Qp⊗OECQ,mQ
et ou` les sommes directes sont sur les repre´sentations automorphes π de (D⊗A)×
telles que :
– π∞ ∼= σ2 (cf. § 3.1)
– det ρπ = ψε
– ρπ est un releve´ de ρ
– ρπ est non ramifie´e en dehors de Σ ∪Q
– si w ∈ Σ\Σ′, alors ρπ(Iw) ∼→ ρ(Iw)
– si w ∈ Σ′, alors ρπ|Gal(Fw/Fw) ∼=
( ηwε ∗
0 η′w
)
pour un caracte`re ηw relevant ξw
tel que ηw(Iw)
∼→ ξw(Iw)
– si w|p, ξw|Iw = ξ
′
w|Iw et ξ
−1
w ρ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma
en groupes fini et plat sur OFw , alors η−1w ρπ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique
d’un groupe p-divisible sur OFw .
De plus, l’ensemble de telles π est non vide.
De´monstration. — (i) On a des isomorphismes :
Qp ⊗OE CQ,mQ ∼= HomOE [G]
(
M,Qp ⊗OE H1e´t(XVQ,Q,OE)(1)mQ
)
et :
Qp ⊗OE H1e´t(XVQ,Q,OE)(1)mQ ∼=
⊕
p
H1e´t(XVQ,Q,Qp)(1)p
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ou` la somme est sur les ide´aux premiers p de Qp ⊗OE T˜ tels que p ∩ T˜ ⊂ mQ et
qui sont dans le support de H1e´t(XVQ,Q,Qp). En tant que Qp ⊗OE T˜-module, on a
une de´composition :
H1e´t(XVQ,Q,Qp)(1) = ⊕π
(
ρπ ⊗Qp π
VQ
f
)
ou` la somme est sur les repre´sentations automorphes π de (D ⊗Q A)× telles que
π∞ ∼= σ2 et πf est comme au § 3.1 mais avec les scalaires e´tendus a` Qp au lieu
de C. On en de´duit que Qp ⊗OE CQ,mQ est la somme directe sur de telles π des
Qp-espaces vectoriels :
ρπ ⊗Qp HomOE [G](M,⊕p(π
VQ
f )p)
pour p comme ci-dessus. Comme cet espace vectoriel est nul sauf si ψ est le
caracte`re central de π, ou de manie`re e´quivalente det ρπ = ψε, on a seulement
besoin de sommer sur ces π la` et on peut alors remplacer G par UQ/VQ. Dans
le produit tensoriel restreint usuel πf = ⊗′wπw l’ope´rateur de Hecke Tw agit par
l’identite´ en dehors de w. Comme on a :
π
VQ
f =
(⊗w∈ΣπVww )⊗ (⊗w∈QπUww )⊗ (⊗′w 6∈Σ∪Q πO×Dww )
on en de´duit que les ide´aux premiers p de Qp ⊗OE T˜ tels que (πVQf )p 6= 0 sont
pre´cise´ment les noyaux des homomorphismes de´finis par Tw 7→ aw (w 6∈ Σ\S ′) ou`
aw ∈ Qp est une valeur propre de Tw sur le facteur en w. Notons que p∩ T˜ ⊂ mQ
(pour le p correspondant) si et seulement si aw se re´duit sur αw pour w ∈ S ′ ∪Q
et sur N(w) tr(ρ(Frw)) pour w 6∈ Σ ∪Q. On en de´duit :
HomOE [G](M,⊕p(πVQf )p) ∼= ⊗′wXw
ou` :
Xw
de´f
=

HomOE [Uw](Mw, π
Vw
w ) si w ∈ Σ\S ′
HomOE [Uw](Mw, (π
Vw
w )αw) si w ∈ S ′
(πUww )αw si w ∈ Q
(π
O×Dw
w )N(w) tr(ρ(Frw)) sinon,
et ou` α en indice veut dire la somme des espaces propres ge´ne´ralise´s pour Tw
associe´s aux valeurs propres aw ∈ Zp qui se re´duisent sur α ∈ kE. Pour w 6∈ Σ∪Q,
les espaces π
O×Dw
w sont de dimension 1 et aw = N(w) tr(ρπ(Frw)), donc la dimension
de ⊗′w 6∈Σ∪Q(π
O×Dw
w )N(w) tr(ρ(Frw)) est 1 si ρπ se re´duit sur ρ et 0 sinon. On peut donc
supposer que ρπ est un releve´ de ρ en de´terminant les autres facteurs.
(ii) Supposons d’abord w ∈ S\S ′ (donc en particulier w ∤ p). Si ρ|Gal(Fw/Fw)
est irre´ductible, alors le facteur en w est HomO×Dw
(ϑw, πw), qui est non nul (et
ne´cessairement de dimension 1) si et seulement si ρπ|Iw ∼= σ|Iw , i.e. ρπ(Iw) ∼→
ρ(Iw) (cf. le choix de σ au de´but de cette section).
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Si ρ|Gal(Fw/Fw) est re´ductible et w 6∈ Σ′, alors ρ|Iw ∼= ξw⊕ξ
′
w pour des caracte`res
ξw, ξ
′
w : Iw → k×E et ind
O×Dw
Uw
ϑw est un K-type pour [σ, 0] (cf. § 3.2) ou` σ|Iw ∼=
[ξw]⊕ [ξ′w]. On en de´duit comme dans le cas pre´ce´dent que :
HomUw(ϑw, πw)
∼= HomO×Dw (ind
O×Dw
Uw
ϑw, πw)
est non nul (ne´cessairement de dimension 1) si et seulement si ρπ(Iw)
∼→ ρ(Iw).
Si ρ|Gal(Fw/Fw) est re´ductible et w ∈ Σ′, alors ρ|Gal(Fw/Fw) ∼= ξw ⊗ ( ω ∗0 1 ) pour un
caracte`re ξw : Gal(Fw/Fw) → k×E et ξ
−1
w ⊗ ρ|Gal(Fw/Fw) est ramifie´e. Dans ce cas
HomUw(ϑw, πw) est non trivial si et seulement si πw est de la forme ηw ◦ det⊗π′w
ou` ηw est un releve´ de ξw tel que ηw(Iw) = ξw(Iw) et π
′
w est soit une se´rie
principale non ramifie´e soit la repre´sentation de Steinberg. Comme ρπ|Gal(Fw/Fw)
rele`ve ρ|Gal(Fw/Fw) et que ξ
−1
w ⊗ ρ|Gal(Fw/Fw) est ramifie´e, on ne peut avoir pour π′w
une se´rie principale non ramifie´e. On en de´duit que HomUw(ϑw, πw) est non nul
(ne´cessairement de dimension 1) si et seulement si ρπ|Gal(Fw/Fw) ∼= ηw ⊗ ( ε ∗0 1 ), qui
est e´quivalent a` ρπ|Gal(Fw/Fw) de la forme demande´e dans l’e´nonce´.
(iii) Supposons maintenant w ∈ S ′. Conside´rons d’abord le cas w ∤ p. On
a alors ξ
′
w = ξw, Dw ramifie´e et Uw = O×Dw . D’apre`s les de´finitions de Mw et
de Tw, on voit que HomOE [Uw](Mw, πw)αw 6= 0 (ne´cessairement de dimension 1)
si et seulement si πw = ηw ◦ det pour un caracte`re ηw : F×w → Zp
×
tel que
ηw|O×Fw = [ξw]|O×Fw et aw = ηw(det(ΠDw)) rele`ve αw (rappelons que ΠDw est une
uniformisante de ODw), ce qui par compatibilite´ local-global est e´quivalent a`
ρπ|Gal(Fw/Fw) de la forme demande´e.
Supposons w|p, w 6= v et ξw|Iw 6= ξ′w|Iw . Dans ce cas ind
O×Dw
Uw
ϑw est un K-type
pour [[ξw] ⊕ [ξ
′
w], 0], et donc HomOE [Uw](Mw, πw) est non nul si et seulement si
WD(ρπ|Gal(Fw/Fw)) = ηw| · | ⊕ η′w (avec N = 0) pour des caracte`res ηw, η′w : Ww →
Qp
×
tels que ηw|Iw = [ξw]|Iw , η′w|Iw = [ξ
′
w]|Iw et ηwη′w = ψ|Gal(Fw/Fw). De plus dans
ce cas HomOE [Uw](Mw, πw) est de dimension 1 avec Tw agissant par aw = ηw(̟w),
de sorte que HomOE [Uw](Mw, πw)αw est non nul (ne´cessairement de dimension 1) si
et seulement si la repre´sentation de Weil-Deligne WD(ρπ|Gal(Fw/Fw)) est comme ci-
dessus avec ηw(̟w) ∈ Zp× relevant αw = ξw(̟w) (et donc avec aussi η′w(̟w) ∈
Zp
×
). Une repre´sentation potentiellement semi-stable ρπ|Gal(Fw/Fw) a une telle
repre´sentation de Weil-Deligne si et seulement si ρπ|Gal(Fw/Fw) est comme dans
l’e´nonce´.
Supposons w|p, w 6= v et ξw|Iw = ξ′w|Iw . La preuve est similaire au cas
pre´ce´dent avec les modifications suivantes. Si ξ
−1
w ⊗ ρ|Gal(Fw/Fw) n’est pas la
fibre ge´ne´rique d’un sche´ma en groupes fini et plat sur OFw , alors on a
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WD(ρπ|Gal(Fw/Fw)) = ηw| · | ⊕ ηw avec N 6= 0 et Tw agissant par ηw(̟w). Si
ξ
−1
w ⊗ ρ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma en groupes fini et plat
sur OFw , alors Uw = GL2(OFw) et on a WD(ρπ|Gal(Fw/Fw)) = ηw| · | ⊕ η′w (avec
N = 0) pour des ηw, η
′
w comme dans le cas pre´ce´dent, mais maintenant Tw agit
par ηw(̟w) + η
′
w(̟w)N(w). C’est une unite´ p-adique si et seulement si soit
ηw(̟w) soit η
′
w(̟w)N(w) l’est. Quitte a` e´changer ηw| · | et η′w on voit comme
pre´ce´demment que ρπ|Gal(Fw/Fw) est comme dans l’e´nonce´.
Supposons maintenant w = v. Comme ρ|Gal(Fv/Fv) est (re´ductible) ge´ne´rique,
on a ξv|Iv 6= ξ′v|Iv et encore une fois HomOE [Uv](Mv, πv) non nul (ne´cessairement
de dimension 1) si et seulement si WD(ρπ|Gal(Fv/Fv)) = ηv|·|⊕η′v avec N = 0 et des
caracte`res ηv, η
′
v comme ci-dessus. Comme ρπ|Gal(Fv/Fv) rele`ve ρ|Gal(Fv/Fv), on en
de´duit par la proposition 2.2.3 que dans ce cas le OE-module fortement divisible
qui donne ρπ|Gal(Fv/Fv) est de type ∅ (cf. de´finition 2.2.1), et par le the´ore`me 2.4.1
que ηv(p) est une unite´ p-adique qui rele`ve ξv(p). (Notons que le caracte`re η
′(∅)
du § 2.1 est la restriction a` Iv du caracte`re note´ ici ηv.) On conclut exactement
comme pre´ce´demment.
(iv) Supposons enfin w ∈ Q (donc en particulier w ∤p). Par la condition (Q), on
a ρ|Gal(Fw/Fw) ∼= ξw ⊕ ξ
′
w pour des caracte`res distincts ξw, ξ
′
w : Gal(Fw/Fw)→ k×E
dont le quotient n’est pas ω±1. Comme ρπ rele`ve ρ, on en de´duit ρπ|Gal(Fw/Fw) ∼=
ηw ⊕ η′w pour des caracte`res ηw et η′w qui rele`vent ξw et ξ
′
w. On a donc πw
∼=
Ind
GL2(Fw)
B(Fw)
(ηw| · |−1 ⊗ η′w) de sorte que HomUw(Mw, πw) est de dimension 2 avec
ηw(̟w)N(w) et η
′
w(̟w)N(w) pour valeurs propres de Tw. Comme une seule de
ces valeurs propres se re´duit sur αw, on obtient que HomUw(Mw, πw)αw est de
dimension 1.
Ceci ache`ve la preuve de Qp ⊗OE CQ,mQ ∼= ⊕ρπ avec π comme dans l’e´nonce´.
Notons que T˜ agit sur la composante en π via un homomorphisme T˜ → Qp
envoyant Tw sur N(w) tr(ρπ(Frw)) pour w 6∈ Σ∪Q. Comme ces homomorphismes
sont tous distincts, la conclusion concernant TQ,mQ s’ensuit.
(v) Le fait que l’ensemble de ces π est non vide de´coule du the´ore`me 3.2.2
applique´ avec S = Σ, ψ = ψε et T = l’ensemble des places de F divisant p. Posons
µw = ξw pour w ∈ Σ′ et choisissons les types de Weil-Deligne [rw, Nw] pour w ∈ Σ
comme ceux apparaissant dans la preuve ci-dessus. Un releve´ ρw provenant d’un
point a` valeurs dans Qp quelconque de l’anneau R
△
w du lemme 3.4.1 est du type
demande´. Le the´ore`me 3.2.2 produit alors un releve´ ρ = ρπ qui a les proprie´te´s
requises.
Remarque 3.5.2. — Notons que, dans la preuve ci-dessus, le cas w = v se
distingue des cas w|p, w 6= v car nous n’introduisons pas d’ope´rateur de Hecke
Tv en v. Nous aurions pu, comme pour les places w|p, w 6= v, rajouter un tel
ope´rateur et remplacer dans l’e´nonce´ les hypothe`ses Fv non ramifie´e, Dv de´ploye´e
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et ρ|Gal(Fv/Fv) re´ductible ge´ne´rique par juste Dv de´ploye´e et ρ|Gal(Fv/Fv) re´ductible
non scalaire. Mais cela aurait alors complique´ l’e´nonce´ et la preuve du the´ore`me
3.7.1 ci-apre`s qui, de toute manie`re, requie`rent ces hypothe`ses plus fortes en v.
Nous aurons besoin d’une variante de la proposition 3.5.1 dans le cas Q = ∅.
E´crivons :
ρ|Gal(Fv/Fv) ∼=
(
ξvω ∗
0 ξ
′
v
)
∼=
(
ξvθ
−1
v ω ∗
0 ξ
′
vθ
−1
v
)
⊗ θv(29)
ou` θv est l’unique caracte`re de Gal(Fv/Fv) qui co¨ıncide avec ξ
′
v sur l’inertie et qui
vaut 1 en p (si ρ|Gal(Fv/Fv) est scinde´e on fait un choix pour ξv, ξ
′
v, et donc pour
θv, cf. les remarques 2.1.2(ii) et 3.3.2(i)). Notons Sv l’ensemble des plongements
de kv dans kE , on a :
ξvθ
−1
v = nr(λv)
∏
σ∈Sv
ωrv,σσ et ξ
′
vθ
−1
v = nr(µv)
pour λv, µv ∈ k×E et des rv,σ ∈ {0, · · · , p−3} uniques avec (rv,σ)σ 6= (0, · · · , 0), (p−
3, · · · , p − 3). Rappelons que l’on a alors de´fini en (4) le caracte`re η′(J) ⊗ η(J)
de I(OFv) = Uv pour tout J ⊆ Sv. De´finissons les OE-modules M(J) et C(J)
exactement comme l’on a de´fini M et C∅ au § 3.5 mais en remplac¸ant Mv par
Mv(J)
de´f
= OE(η′(J) ⊗ η(J)) (en particulier Mv(∅) = Mv). On note T(J) le
OE-module de type fini image de T˜ dans EndOE(C(J)) et on pose m = m∅.
Proposition 3.5.3. — Pour tout J ⊆ Sv, on a des isomorphismes Qp ⊗OE
C(J)m ∼= ⊕ρπ et Qp⊗OET(J)m ∼= ⊕Qp ou` Qp⊗OET(J)m agit composante par com-
posante sur Qp⊗OE C(J)m et ou` les sommes directes sont sur les repre´sentations
automorphes π de (D ⊗ A)× telles que :
– π∞ ∼= σ2
– det ρπ = ψε
– ρπ est un releve´ de ρ
– ρπ est non ramifie´e en dehors de Σ
– si w ∈ Σ\Σ′, alors ρπ(Iw) ∼→ ρ(Iw)
– si w ∈ Σ′\{v}, alors ρπ|Gal(Fw/Fw) ∼=
( ηwε ∗
0 η′w
)
pour un caracte`re ηw relevant
ξw tel que ηw(Iw)
∼→ ξw(Iw)
– si w = v, alors ρπ|Gal(Fv/Fv) est potentiellement Barsotti-Tate de type de
Weil-Deligne [η′(J)⊕ η(J), 0]
– si w|p, ξw|Iw = ξ
′
w|Iw et ξ
−1
w ρ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma
en groupes fini et plat sur OFw , alors η−1w ρπ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique
d’un groupe p-divisible sur OFw .
De plus, l’ensemble de telles π est non vide.
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De´monstration. — La preuve est en tout point similaire a` celle de la proposition
3.5.1, sauf pour la dernie`re assertion (cf. (v) dans la preuve de loc.cit.) ou`, pour
pouvoir utiliser le the´ore`me 3.2.2, il faut ve´rifier que la repre´sentation ρ|Gal(Fv/Fv)
admet un releve´ potentiellement Barsotti-Tate de type de Weil-Deligne [η′(J) ⊕
η(J), 0]. Cela se de´duit par exemple de [4, Thm.5.1.1(i)] en se souvenant que
τ(∅) ∈ D(ρ|Gal(Fv/Fv)) est un constituant de ind
GL2(OFv )
I(OFv ) η
′(J) ⊗ η(J), cf. § 2.6
(cela se de´duit aussi du lemme 3.2.1 en utilisant que ρ est modulaire de poids
τ(∅) en v par la preuve du the´ore`me 3.7.1(i) ci-apre`s).
Pour terminer cette section, nous revenons au cadre du § 3.3 (ou` il n’y a plus
d’hypothe`se sur v) pour montrer le corollaire suivant qui comple`te le corollaire
3.2.4.
Corollaire 3.5.4. — Supposons p > 2, ρ : Gal(Q/F ) → GL2(kE) modu-
laire, ρ|Gal(Q/F ( p√1)) irre´ductible et, si p = 5, l’image de ρ(Gal(Q/F ( p
√
1))) dans
PGL2(kE) non isomorphe a` PSL2(F5). Supposons e´galement satisfaites les
hypothe`ses (H0), (H1), (H2) (cf. §§ 3.2 et 3.3). Si D est ramifie´e en v alors
la repre´sentation πD,v(ρ) en (28) est de longueur infinie.
De´monstration. — Soient τv, ϑv,m et rv,m comme dans la preuve du corollaire
3.2.4 et ψ
de´f
= [ω−1 det ρ]. On applique le the´ore`me 3.2.2 avec pour T l’ensemble
des places w 6= v divisant p, pour S l’ensemble Σ = S ∪ {v}, avec µw de´f= ξw
si w ∈ Σ′ \ {v}, avec le type de Weil-Deligne [rv,m, 0] en v et avec les types
de Weil-Deligne de la preuve de la proposition 3.5.1 aux places w 6= v de Σ,
c’est-a`-dire :
– [σ, 0] comme dans le (ii) de cette preuve si w 6∈ Σ′
– [[ξw]| · | ⊕ [ξw], Nw] avec Nw 6= 0 si w ∈ Σ′ mais w ∤ p, ou bien si w|p,
ξw|Iw = ξ′w|Iw et ξ
−1
w ⊗ ρ|Gal(Fw/Fw) n’est pas la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma
en groupes fini et plat sur OFw
– [[ξw]⊕ [ξ
′
w], 0] sinon.
(L’existence des releve´s locaux se de´duit des lemmes 3.2.1 et 3.4.1.) Soit πm
une repre´sentation automorphe de (D⊗Q A)× donne´e par le the´ore`me 3.2.2 et la
correspondance de Jacquet-Langlands. Sur une extension suffisamment grande
Em de E, on obtient comme dans la preuve de la proposition 3.5.1 :
HomOE [Uv](M
v,Qp ⊗OEm π0m) ∼= Qp ⊗Q πm,v
ou`Mv
de´f
= ⊗w∈SMw, π0m est un OEm-re´seau de πm,f comme en (27) et Tw pour w ∈
S ′ agit par multiplication par un scalaire dans O×Em qui se re´duit sur αw ∈ k×E . On
de´duit de la proposition 4.7 que le OEm-rang de HomOE [Uv](Mv, π0m) est Cqmv pour
un entier C strictement positif inde´pendant de m. Soit ̟Em une uniformisante
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de OEm, l’injection naturelle π0m/̟Em →֒ kEm ⊗kE πD(ρ) (cf. lemme 3.1.2) induit
des injections compatibles avec l’action de Tw pour w ∈ S ′ :
HomOE [Uv](M
v, π0m)/̟Em →֒ HomkE [Uv](M
v
, π0m/̟Em)
→֒ kEm ⊗kE HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ))
et l’image de l’injection compose´e tombe donc dans :
kEm ⊗kE HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ))[m
′] = kEm ⊗kE πD,v(ρ).
On en de´duit que πD,v(ρ) est de dimension (sur kE) supe´rieure ou e´gale a` Cq
m
v
pour tout m et on conclut comme dans la preuve du corollaire 3.2.4.
3.6. Multiplicite´ un II. — On montre que le module Cm = C∅,m∅ est libre de
rang 2 sur Tm = T∅,m∅ .
Beaucoup des arguments sont similaires a` ceux que l’on trouve dans les articles
ge´ne´ralisant [47] et [43]. Une diffe´rence cependant est que le but de ces articles
e´tant typiquement de montrer la modularite´ de repre´sentations galoisiennes, les
me´thodes de changement de base peuvent y eˆtre utilise´es afin de simplifier les
hypothe`ses sur le niveau. Nous donnons par conse´quent des preuves comple`tes
aux endroits ou` cette diffe´rence intervient. On conserve les notations des sections
3.3, 3.4 et 3.5 et les hypothe`ses de la section 3.5.
Pour une repre´sentation automorphe π de (D⊗A)× comme dans la proposition
3.5.1, la repre´sentation ρπ est naturellement de´finie sur un objet de la cate´gorie
CO (cf. § 3.4) : prendre par exemple {a ∈ OE′, a ∈ kE} pour une extension
E ′ suffisamment grande de E. Elle de´finit donc un morphisme de OE-alge`bres
RQ → Qp qui envoie N(w) tr(ρunivQ (Frw)) sur la valeur propre de Tw agissant
sur π
GL2(OFw )
w pour w 6∈ Σ ∪ Q (ou` ρunivQ : Gal(Q/F ) → GL2(RQ) est dans la
classe d’e´quivalence de la de´formation universelle de ρ correspondante). Par la
proposition 3.5.1, on obtient donc un morphisme RQ → Qp⊗OE TQ,mQ qui envoie
N(w) tr(ρunivQ (Frw)) sur 1⊗ Tw pour w 6∈ Σ∪Q. Comme RQ est topologiquement
engendre´ sur OE par les traces {tr(ρunivQ (Frw)), w 6∈ Σ ∪ Q}, ce morphisme est
donc a` valeurs dans TQ,mQ. On voit aussi que si Q
′ ⊆ Q, on a un diagramme
commutatif :
RQ −→ RQ′
↓ ↓
TQ,mQ −→ TQ′,mQ′
ou` la fle`che du haut est la surjection canonique, les fle`ches verticales sont celles
que l’on vient de de´finir et la fle`che du bas peut eˆtre caracte´rise´e comme l’unique
application (surjective) qui envoie Tw ∈ TQ,mQ sur l’unique racine α˜w ∈ TQ′,mQ′
de X2 − TwX + ψ(̟w)N(w) (donne´e par le lemme de Hensel) qui se re´duit sur
αw si w ∈ Q\Q′ et sur Tw sinon. Pour voir qu’une telle application existe et rend
le diagramme commutatif, notons qu’il suffit de le ve´rifier apre`s avoir tensorise´ la
ligne du bas parQp et avoir projete´ sur chaque composante de Qp⊗OETQ′,mQ′ dans
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la de´composition de la proposition 3.5.1. L’application de RQ vers la composante
correspondant a` π se factorise par la composante de Qp⊗OE TQ,mQ correspondant
a` π ou` l’image de Tw y est de´termine´e par ρπ comme suit :
(i) si w 6∈ Σ ∪Q alors l’image est N(w) tr(ρπ(Frw))
(ii) si w ∈ S ′ alors il existe un unique caracte`re ηw de Gal(Fw/Fw) relevant ξw
tel que ρπ|Gal(Fw/Fw) ∼=
( ηwε ∗
0 η′w
)
et ηw(Iw) = ξw(Iw), l’image est alors ηw(̟w)
sauf si w|p et η−1w ρπ|Gal(Fw/Fw) est la fibre ge´ne´rique d’un groupe p-divisible
auquel cas l’image est ηw(̟w) + N(w)η
′
w(̟w)
(iii) si w ∈ Q alors ρπ|Gal(Fw/Fw) ∼= ηw ⊕ η′w ou` ηw(̟w) rele`ve αw mais pas
η′w(̟w) (voir (iv) dans la preuve de la proposition 3.5.1) et l’image est alors
N(w)ηw(̟w).
Conside´rons maintenant le morphisme canonique RQ → TQ,mQ
de´f
= RQ⊗RQ TQ,mQ.
Lemme 3.6.1. — (i) Il y a un unique morphisme de RQ-alge`bres : αQ : R
△
Q →
TQ,mQ.
(ii) Si w ∈ S ′, alors l’application induite R△w → TQ,mQ correspond a` une paire
(σw, Lw) ou` Gal(Fw/Fw) agit sur Lw par un caracte`re ηwε tel que ηw(̟w) = Tw.
(iii) Le morphisme αQ est surjectif.
De´monstration. — Supposons d’abord OE suffisamment grand pour contenir l’i-
mage du morphisme TQ,mQ → Qp pour chaque π comme dans la proposition 3.5.1
(il n’y a qu’un nombre fini de telles π). Donc, pour chaque π, on a une de´formation
correspondante σπ : Gal(Q/F )→ GL2(OE) de ρ non ramifie´e en dehors de Σ∪Q.
Soit OE de´f= OE ⊗RQ RQ, on a alors pour chaque w ∈ Σ un releve´ canonique :
σπ,w : Gal(Fw/Fw)→ GL2(OE)
de ρ|Gal(Fw/Fw) de la forme Awσπ|Gal(Fw/Fw)A−1w pour une matrice Aw ∈ GL2(OE)
relevant la matrice identite´ de GL2(kE). Montrons que le morphisme correspon-
dant Rw → OE se factorise en un unique morphisme R△w → OE. Si w 6∈ Σ′, alors
σπ(Iw) = ρ(Iw), donc e´galement σ

π,w(Iw) = ρ(Iw) et le fait que R

w → OE se
factorise par R△w . Si w ∈ Σ′, alors σπ|Gal(Fw/Fw) ∼=
( ηwε ∗
0 η′w
)
pour un caracte`re ηw
relevant ξw et tel que ηw(Iw) = ξw(Iw). On en de´duit un unique facteur direct
de (OE)2 sur lequel Gal(Fw/Fw) agit par ηwε. De plus si w ∈ S ′ alors ηw(̟w)
est l’image de Tw dans OE. On en de´duit que Rw → OE se factorise de manie`re
unique en R△w → OE , et de plus que ηunivw (̟w) ∈ R△w s’envoie vers l’image de Tw
dans OE pour w ∈ S ′ (ηunivw est le caracte`re Gal(Fw/Fw)→ R△w relevant ξw dans
le lemme 3.4.1).
Il suit de la de´finition de R△w que pour chaque π comme dans la proposition
3.5.1 la fle`che Rloc → RQ → OE se factorise de manie`re unique en un morphisme
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R△loc → OE, et donc que la fle`che RQ → OE se factorise de manie`re unique en un
morphisme R△Q → OE . On en de´duit que :
RQ → TQ,mQ →֒ ⊕πOE
se factorise de manie`re unique en un morphisme R△Q → ⊕πOE . Comme, par le
lemme 3.4.1, R△Q est topologiquement engendre´ sur R

Q par {ηunivw (̟w), w ∈ S ′},
on voit que ce dernier morphisme est encore a` valeurs dans TQ,mQ.
Maintenant ne faisons plus l’hypothe`se que E est suffisamment grand. Si E est
remplace´ par une extension E ′, les OE-alge`bres TQ,mQ, RQ et R△Q sont remplace´es
par leur extension des scalaires a` OE′ (voir la remarque 3.4.2). Donc, pour E ′
suffisamment grand, par le raisonnement pre´ce´dent le morphisme :
OE′ ⊗OE RQ → OE′ ⊗OE TQ,mQ
se factorise de manie`re unique en un morphisme OE′ ⊗OE R△Q → OE′ ⊗OE TQ,mQ
ve´rifiant le (ii) de l’e´nonce´. On en de´duit que l’image de R△Q est contenue dans
TQ,mQ ce qui de´montre (i) et (ii).
Enfin, pour de´montrer (iii), rappelons que si w 6∈ Σ ∪ Q alors Tw ∈ TQ,mQ
est l’image de N(w) tr(ρunivQ (Frw)) ∈ RQ. Si w ∈ Q, soit gw ∈ Gal(Fw/Fw) dont
l’image dans Gal(Fw/Fw)
ab
correspond a` l’uniformisante ̟w. Le polynoˆme car-
acte´ristique de ρunivQ (gw) a une unique racine dans RQ qui se re´duit sur N(w)
−1αw,
et cette racine s’envoie sur N(w)−1Tw ∈ TQ,mQ. On en de´duit que TQ,mQ est
topologiquement engendre´ sur RQ par les e´le´ments Tw que l’on n’a pas conside´re´s,
i.e. les Tw pour w ∈ S ′. Mais par (ii) ces e´le´ments sont encore dans l’image de
αQ, donc αQ est surjectif.
Notons que si Q′ ⊆ Q, alors RQ′ s’identifie a` RQ ⊗R
Q′
RQ′, et donc T

Q′,mQ′
s’identifie a` RQ ⊗RQ TQ′,mQ′ . De plus la surjection induite TQ,mQ → TQ′,mQ′ est
compatible avec les applications de source R△w pour w ∈ Σ de sorte que l’on en
de´duit un diagramme commutatif ou` toutes les fle`ches sont surjectives :
R△Q −→ R△Q′
↓ ↓
TQ,mQ −→ TQ′,mQ′ .
On pose CQ,mQ
de´f
= RQ ⊗RQ CQ,mQ que l’on voit comme R△Q -module via le mor-
phisme αQ du lemme 3.6.1.
Pour w ∈ Q, soit ∆w le sous-groupe de p-Sylow de k×w et ∆Q de´f=
∏
w∈Q∆w.
L’argument de [14, Lem.2.44] montre que ρunivQ |Gal(Fw/Fw) est la somme de deux
caracte`res et l’on note ηunivw celui qui se re´duit sur ξw ou` ξw(Frw) = α
′
w = N(w)
−1.
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Comme ηunivw |Iw a une re´duction triviale, donc est d’ordre une puissance de p, il se
factorise par Iw → O×Fw → k×w (rappelons que w ∤p). Si l’on restreint l’application
induite k×w → R×Q a` ∆w, on a un homomorphisme ∆w → R×Q pour chaque w ∈ Q.
En prenant le produit sur w ∈ Q on obtient un homomorphisme ∆Q → R×Q,
donc un homomorphisme de OE-alge`bres OE [∆Q]→ RQ par lequel on voit CQ,mQ
comme un OE [∆Q]-module.
On peut aussi de´finir une action naturelle de ∆w sur CQ,mQ comme suit. On
identifie ∆w a` un sous-groupe de U
0
w/Uw via l’isomorphisme U
0
w/Uw
∼→ k×w de´fini
par : (
a b
c d
)
7→ ad−1 mod ̟wOFw .
Alors l’action naturelle de U0w/Uw surH
1
e´t(XVQ,Q,OE)(1) commute avec celles deG
et T˜ et donc induit une action sur CQ,mQ. La compatibilite´ avec la correspondance
de Langlands locale nous dit que ∆w agit via ηw sur (π
Uw
w )αw pour chaque π comme
dans la proposition 3.5.1 (en utilisant les notations de sa preuve) ce qui entraˆıne
que les deux de´finitions de l’action de ∆w co¨ıncident. Notons en particulier que,
pour chaque repre´sentation automorphe π qui contribue a` la de´composition de
Qp⊗OE CQ,mQ, le facteur local πw est une se´rie principale qui est non ramifie´e si et
seulement si U0w agit trivialement sur la composante correspondante de Qp ⊗OE
CQ,mQ.
Supposons maintenant Q′ ⊆ Q. Soit T˜0 la sous-OE-alge`bre de T˜ engendre´e par
les Tw pour w 6∈ (Σ\S ′)∪ (Q\Q′), T0Q (resp. T0Q′) l’image de T˜0 dans EndOE(CQ)
(resp. EndOE(CQ′)) et soit m
0 de´f= mQ ∩ T˜0 = mQ′ ∩ T˜0. La preuve de la propo-
sition 3.5.1 est encore valable lorsque TQ′,mQ′ est remplace´ par T
0
Q′,m0 et montre
que T0Q′,m0 et TQ′,mQ′ ont meˆme rang sur OE , de meˆme que CQ′,m0 et CQ′,mQ′ . La
construction de la fle`che RQ′ → TQ′,mQ′ est aussi valable, et montre qu’elle se
factorise par T0Q′,m0. Comme Tw est dans l’image de RQ′ pour chaque w ∈ Q\Q′,
on en de´duit que l’application naturelle T0Q′,m0 → TQ′,mQ′ est surjective, donc
est un isomorphisme. Comme l’application naturelle CQ′,m0 → CQ′,mQ′ est au-
tomatiquement surjective, c’est aussi un isomorphisme. L’injection naturelle
CQ′ → CQ est T˜0-line´aire, donc induit un morphisme CQ′,m0 → CQ,m0, et on
conside`re l’application compose´e :
ιQ
′
Q : CQ′,mQ′
∼= CQ′,m0 → CQ,m0 → CQ,mQ.
En tensorisant par Qp et en appliquant la de´composition de la proposition 3.5.1,
on voit que ιQ
′
Q est TQ,mQ-line´aire ou` l’action de TQ,mQ sur CQ′,mQ′ est de´finie via
la surjection TQ,mQ → TQ′,mQ′ pre´ce´dente (envoyant Tw sur α˜w pour w ∈ Q\Q′).
On pose ∆Q\Q′
de´f
=
∏
w∈Q\Q′∆w.
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Lemme 3.6.2. — (i) L’application ιQ
′
Q induit un isomorphisme CQ′,mQ′
∼→C∆Q\Q′Q,mQ .
(ii) Le module CQ,mQ est libre sur OE [∆Q].
De´monstration. — (i) Pour w ∈ Q\Q′, soit U ′w la pre´image de ∆w dans U0w (on
a donc Uw ⊆ U ′w ⊆ U0w). On pose :
UQ ⊆ UQ′Q de´f= UQ
∏
w∈Q\Q′
U ′w ⊆ UQ
′
Q,0
de´f
= UQ
∏
w∈Q\Q′
U0w ⊆ UQ′ = UQ
∏
w∈Q\Q′
O×Dw
VQ ⊆ V Q′Q de´f= VQ
∏
w∈Q\Q′
U ′w ⊆ V Q
′
Q,0
de´f
= VQ
∏
w∈Q\Q′
U0w ⊆ VQ′ = VQ
∏
w∈Q\Q′
O×Dw
ainsi que :
CQ
′
Q
de´f
= HomOE [G]
(
M,H1e´t(XV Q′Q ,Q
,OE)(1)
)
CQ
′
Q,0
de´f
= HomOE [G]
(
M,H1e´t(XV Q′Q,0,Q
,OE)(1)
)
.
L’application ιQ
′
Q est alors la compose´e des applications :
CQ′,mQ′ → CQ
′
Q,0,mQ
→ CQ′Q,mQ → CQ,mQ.
D’apre`s la preuve de la proposition 3.5.1 (et la compatibilite´ entre les deux de-
scriptions de l’action de ∆w), on voit que les trois premiers OE-modules ont meˆme
rang que le OE-module C∆Q\Q′Q,mQ .
(ii) Montrons que la fle`che CQ′,mQ′ → CQ
′
Q,0,mQ
est un isomorphisme. Par induc-
tion, il suffit de montrer que l’application :
δ : CQ
′
Q′′,0,mQ′′
→ CQ′Q,0,mQ,
avec Q′ ⊂ Q′′ et Q = Q′′∪{w} pour une place w 6∈ Q′ est un isomorphisme. Pour
cela, comme les deux OE-modules ont meˆme rang, on voit qu’il suffit de de´finir
une application OE-line´aire :
ǫ : CQ
′
Q,0,mQ
→ CQ′Q′′,0,mQ′′
telle que ǫ ◦ δ est bijectif. Soit π le morphisme naturel X
V Q
′
Q,0
→ X
V Q
′
Q′′,0
(π n’est
pas une repre´sentation automorphe ici !), δ provient donc de l’application :
π∗ : H1e´t(XV Q′
Q′′,0
,Q
,OE)(1)→ H1e´t(XV Q′Q,0,Q,OE)(1).
Soit gw
de´f
= ( 1 00 ̟w ), on a g
−1
w U
0
wgw ⊂ O×Dw et donc g−1w V Q
′
Q,0gw ⊂ V Q
′
Q′′,0. Soit π
′ le
morphisme associe´ X
V Q
′
Q,0
→ X
V Q
′
Q′′,0
. On ne va pas utiliser l’application (π′)∗ sur
la cohomologie, mais plutoˆt les deux applications trace :
π∗, π′∗ : H
1
e´t(XV Q′Q,0,Q
,OE)(1)→ H1e´t(XV Q′
Q′′,0
,Q
,OE)(1).
FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 61
(L’application π′∗ peut eˆtre vue comme associe´e a` la double classe O×Dwg−1w Uw.)
Les applications π∗ et π′∗ commutent avec l’action de G et celle des ope´rateurs
Tw′ pour w
′ 6∈ (Σ ∪ {w})\S ′. Un calcul standard de doubles classes donne la
relation : (
π∗
π′∗
)
◦ Tw =
(
0 SwN(w)
−1 Tw
)
◦
(
π∗
π′∗
)
entre applicationsH1e´t(XV Q′Q,0,Q
,OE)(1)→ H1e´t(XV Q′
Q′′,0
,Q
,OE)(1)2, ou` le Tw a` gauche
est un endomorphisme de H1e´t(XV Q′Q,0,Q
,OE)(1), le Tw a` droite un endomorphisme
de H1e´t(XV Q′
Q′′,0
,Q
,OE)(1), et ou` Sw est de´fini par l’action de ̟w ∈ D×w . Notant
encore π∗ et π′∗ les applications induites C
Q′
Q,0,m0 → CQ
′
Q′′,0,m0 = C
Q′
Q′′,0,mQ′′
, on en
de´duit que π∗ − α˜w ◦ π′∗ se factorise par la localisation CQ
′
Q,0,m0 → CQ
′
Q,0,mQ
et
on de´finit ǫ comme l’application induite CQ
′
Q,0,mQ
→ CQ′Q′′,0,mQ′′ . Comme π∗π∗ =
N(w) + 1 et π′∗π
∗ = S−1w Tw, on en de´duit :
ǫ ◦ δ = N(w)+ 1−ψ(̟w)−1α˜wTw = 1−ψ(̟w)−1α˜2w = 1−N(w)α˜wβ˜−1w ∈ TQ′′,mQ′′
ou` β˜w est l’autre racine de X
2 − TwX + ψ(̟w)N(w). Par l’hypothe`se (Q), on
voit que 1 − N(w)α˜wβ˜−1w a une re´duction non nulle, et donc est une unite´ dans
TQ′′,mQ′′ . Donc ǫ ◦ δ est un isomorphisme.
(iii) Montrons que CQ
′
Q,0,mQ
→ CQ′Q,mQ est un isomorphisme. L’application :
X
V Q
′
Q
→ X
V Q
′
Q,0
e´tant de degre´ premier a` p, la composition avec l’application CQ
′
Q,mQ
→ CQ′Q,0,mQ
induite par la trace est un automorphisme de CQ
′
Q,0,mQ
. Comme les deux OE-
modules CQ
′
Q,0,mQ
et CQ
′
Q,mQ
ont meˆme rang, on en de´duit que CQ
′
Q,0,mQ
→ CQ′Q,mQ est
un isomorphisme.
(iv) On introduit maintenant une place auxiliaire pour simplifier le reste de
l’argument. Par [18, Lem.3], il y a un nombre infini de places finies w ve´rifiant
(Q) telles que N(w) 6≡ 1 mod p (le lemme de loc.cit. ne dit pas que les racines
du polynoˆme caracte´ristique sont distinctes, mais sa preuve montre que l’on peut
toujours le supposer lorsque p > 3). On peut donc choisir une telle place w0 6∈ Q
telle que w0 ne divise aucun nombre premier q ve´rifiant [F (
q
√
1) : F ] ≤ 2. Comme
∆w0 est trivial, on a :
CQ
′
Q∪{w0},mQ∪{w0}
= C
Q′∪{w0}
Q∪{w0},mQ∪{w0}
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ce qui montre de´ja` (par ce qui pre´ce`de) que les applications horizontales dans le
diagramme :
CQ′,mQ′ → CQ
′
Q,mQ
→ CQ′∪{w0}Q∪{w0},mQ∪{w0}↓ ↓
CQ,mQ → CQ∪{w0},mQ∪{w0}
sont toutes des isomorphismes. On peut donc remplacer Q′ par Q′ ∪ {w0} et Q
par Q ∪ {w0}, i.e. supposer que Q′ contient w0.
L’hypothe`se sur w0 assure que, pour x ∈ D×f , le groupe :
Γx
de´f
= (D× ∩ xUQ′Q x−1A×FD×∞)/F×
n’a pas d’e´le´ment non trivial d’ordre fini. (Pour voir cela, notons que si γF× ∈ Γx
est d’ordre premier q, alors le quotient des racines du polynoˆme caracte´ristique
de γ est une racine q-ie`me de 1 et [F ( q
√
1) : F ] ≤ 2. Comme d’autre part
γw0 ∈ xw0Uw0x−1w0F×w0, la re´duction de ce quotient est congrue a` 1 modulo w0, ce
qui implique que w0|q et est impossible par choix de w0.) Cela entraˆıne que, dans
l’action a` droite du groupe G × ∆Q\Q′ ∼= UQ′Q A×F,f/VQF× sur la courbe XVQ, les
e´le´ments non triviaux de G×∆Q\Q′ ne fixent aucun point ge´ome´trique. En effet, il
suffit de le ve´rifier pour l’action sur les points complexes deD×\((C\R)×D×f /VQ).
Si u ∈ UQ′Q A×F,f fixe le point D×(z, xVQ) (avec z ∈ C\R, x ∈ D×f ) alors (z, xu) =
(γτ (z), γfxv) pour γ ∈ D× et v ∈ VQ ou` γf est l’image de γ dans D×f et γτ son
image dans D×τ ∼= GL2(R) (rappelons que τ est l’unique place archime´dienne de
F ou` D est deploye´e). Comme γf = xuv
−1x−1, on en de´duit que γF× ∈ Γx, mais
l’image de Γx dans l’injection D
×/F× →֒ D×τ /F×τ ∼= PGL2(R) est discre`te et le
stabilisateur de z est compact, donc γF× est d’ordre fini, ce qui implique γ ∈ F×
et donc u ∈ VQF×.
On a donc un diagramme commutatif de reveˆtements galoisiens e´tales de
courbes connexes sur F :
XVQ → XV Q′Q
↓ ↓
XQ → XQ′Q ,
ou` XQ
′
Q
de´f
= X
V Q
′
Q
/G, XQ
de´f
= XVQ/G, les applications horizontales ont comme
groupe de Galois ∆Q\Q′, les applications verticales G, et ou` on fait agir a` gauche
les e´le´ments de ces groupes via l’action a` droite de leur inverse.
Soit F le OE-faisceau lisse sur la courbe XQ′Q associe´ a` l’action de son groupe
fondamental π1(X
Q′
Q , s) sur HomOE(M,OE(1)) ou` π1(XQ
′
Q , s) agit sur M via son
quotient G (s est un point ge´ome´trique). On note encore F son image inverse sur
XQ pour toutes les courbes X du diagramme ci-dessus. Notons que CQ s’identifie
alors a` H1e´t(XVQ,Q,F)G, et la suite spectrale de Hochschild-Serre donne donc une
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suite exacte de OE [Gal(Q/F )]-modules :
0→ H1(G×∆Q\Q′, H0e´t(XVQ,Q,F))→ H1e´t(XQ
′
Q,Q
,F)→
C
∆Q\Q′
Q → H2(G×∆Q\Q′, H0e´t(XVQ,Q,F)).
Comme l’action de Gal(Q/F ) sur H0e´t(XVQ,Q,F) se factorise par Gal(Q/F )ab et
que CQ,mQ est un re´seau dans une somme directe de repre´sentations ρπ dont la
re´duction ρ est irre´ductible, on en de´duit que l’application compose´e :
H1e´t(X
Q′
Q,Q
,F)→ C∆Q\Q′Q → C
∆Q\Q′
Q,mQ
est surjective. Elle se factorise par CQ
′
Q,mQ
→ C∆Q\Q′Q,mQ qui est donc aussi surjective.
Cela ache`ve la preuve de (i) puisque ces OE-modules ont le meˆme rang.
(v) Comme Hje´t(XQ,Q,F) et Hje´t(XQ
′
Q,Q
,F) sont nuls pour j > 2 et comme
l’action de Gal(Q/F ) se factorise par Gal(Q/F )ab pour j = 0, 2, la suite spectrale
de Hochschild-Serre applique´e au reveˆtement XQ,Q → XQ
′
Q,Q
montre que, pour
i > 0, le OE [Gal(Q/F )]-module H i(∆Q\Q′, H1e´t(XQ,Q,F)) a une filtration finie
pour laquelle Gal(Q/F ) agit via Gal(Q/F )ab sur chaque gradue´. De plus la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour le reveˆtement XVQ,Q → XQ,Q montre que
l’action de Gal(Q/F ) sur les noyau et conoyau de H1e´t(XQ,Q,F)→ CQ se factorise
par Gal(Q/F )ab. On en de´duit que H i(∆Q\Q′, CQ) a une filtration finie pour
laquelle Gal(Q/F ) agit via Gal(Q/F )ab sur chaque gradue´. Comme CQ,mQ est un
facteur direct de CQ en tant que OE [∆Q\Q′ ×Gal(Q/F )]-module, ceci reste vrai
avec CQ,mQ au lieu de CQ. Par ailleurs, par de´vissage on voit queH
i(∆Q\Q′, CQ,mQ)
a une filtration finie par des sous-OE [Gal(Q/F )]-modules tels que chaque gradue´
est isomorphe a` ρ. On en de´duit finalement que H i(∆Q\Q′, CQ,mQ) = 0 pour tout
i > 0, ce qui implique que CQ,mQ est libre sur OE [∆Q\Q′] par [6, VI(8.7)].
Tous les ingre´dients sont maintenant en place pour appliquer le “patching argu-
ment” de Taylor-Wiles et de´montrer le re´sultat principal de cette section. Lorsque
Q = ∅, on omet l’indice Q.
The´ore`me 3.6.3. — (i) Le Tm-module Cm est libre de rang 2.
(ii) L’anneau local Tm est un anneau d’intersection comple`te sur OE.
De´monstration. — On le de´montre exactement comme dans [32, Thm.3.4.11].
Aux notations pre`s, la seule diffe´rence est que l’anneau jouant le roˆle de B dans
loc.cit., c’est-a`-dire R△loc, est ici formellement lisse sur OE et il n’y a donc pas
besoin d’inverser p dans la conclusion de [32, Prop.3.3.1] (et en fait la preuve
devient plus simple, voir [16, Thm.2.1]). On conclut par conse´quent que R△ ∼→
T
m
= R ⊗R Tm est un isomorphisme d’anneaux locaux d’intersection comple`te
sur OE et que R⊗RCm est libre de rang 2 sur Tm. Comme R est formellement
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lisse sur OE , on en de´duit que Tm est un anneau local d’intersection comple`te sur
OE et que Cm est libre de rang 2 sur Tm.
3.7. Re´sultats principaux. — On montre les deux the´ore`mes e´nonce´s dans
l’introduction.
On conserve les notations et hypothe`ses des sections pre´ce´dentes. Rappelons
ces hypothe`ses. On fixe un corps totalement re´el F et une repre´sentation :
ρ : Gal(Q/F )→ GL2(kE)
continue, modulaire, irre´ductible en restriction a` Gal(Q/F ( p
√
1)) (ou` kE est une
extension finie de Fq suffisamment grande comme au § 3.1), telle que l’image de
ρ(Gal(Q/F ( p
√
1))) dans PGL2(kE) est non isomorphe a` PSL2(F5) si p = 5, et
ve´rifiant les hypothe`ses :
(i) ρ|Gal(Fw/Fw) est re´ductible non scalaire aux places w de F divisant p
(ii) il existe une place v (fixe´e) de F divisant p telle que Fv est une extension
non ramifie´e de Qp et ρ|Gal(Fv/Fv) est ge´ne´rique (re´ductible).
Rappelons que (ii) implique p > 3.
On fixe une alge`bre de quaternions D sur F ve´rifiant les hypothe`ses :
(iii) D est de´ploye´e en une seule des places infinies et aux places divisant p
(iv) si w est une place finie de F ou` D est ramifie´e, alors ρ|Gal(Fw/Fw) est soit
irre´ductible soit non scalaire de la forme µw (
ω ∗
0 1 ) pour un caracte`re µw :
Gal(Fw/Fw)→ k×E .
Rappelons que (iv) implique πD(ρ) 6= 0 par le corollaire 3.2.3.
On e´crit ρ|Gal(Fv/Fv) comme en (29) et on rappelle que τ(∅) ∈ D(ρ|Gal(Fv/Fv)) est
l’unique poids de Serre tel que l’action de Uv = I(OFv) sur τ(∅)I1(OFv ) est donne´e
par M v = η
′(∅)⊗ η(∅) = ξv|[k×v ] ⊗ ξ
′
v|[k×v ] (cf. § 2.6). Rappelons aussi que l’on a
de´fini Z(ρ|Gal(Fv/Fv)) en (2) et F (J) en (5) pour J ⊆ Sv.
The´ore`me 3.7.1. — (i) On a dimkE HomkE [GL2(OFv )]
(
τ(∅), πD,v(ρ)
)
= 1.
(ii) Pour tout J ⊆ Sv, on a :
HomkE [GL2(OFv )]
(
ind
GL2(OFv )
I(OFv ) η
′(J)⊗ η(J), πD,v(ρ)
) 6= 0.
et si de plus Z(ρ|Gal(Fv/Fv)) ∩ F (J) = ∅, alors cet espace d’homomorphismes est
de dimension 1 sur kE.
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De´monstration. — (i) Par le the´ore`me 3.6.3(i), on a Cm/̟E libre de rang 2 sur
Tm/̟E. Par le the´ore`me 3.6.3(ii), l’anneau artinien Tm/̟E est d’intersection
comple`te, donc Gorenstein. Par conse´quent (Tm/̟E)[m] est de dimension 1 sur
kE, et donc (Cm/̟E)[m] de dimension 2 sur kE .
Montrons que l’application naturelle injective :
C/̟E = kE ⊗OE HomOE [G]
(
M,H1e´t(XV,Q,OE)(1)
) →֒
HomkE [G]
(
M,H1e´t(XV,Q, kE)(1)
)
est un isomorphisme apre`s localisation en m (ou` M
de´f
= M/̟E et ou` on omet
Q = ∅ en indice). Posons Q = {w0} ou` la place w0 est comme dans la preuve
du lemme 3.6.2, on a un isomorphisme Cm
∼→ CQ,mQ (lemme 3.6.2) et un isomor-
phisme de´fini de manie`re analogue :
HomkE [G]
(
M,H1e´t(XV,Q, kE)(1)
)
m
∼−→ HomkE [G]
(
M,H1e´t(XVQ,Q, kE)(1)
)
mQ
.
Conside´rons le diagramme commutatif :
H1e´t(XQ,Q,F) → H1e´t(XQ,Q,F/̟E)→ H2e´t(XQ,Q,F)
↓ ↓
HomOE [G]
(
M,H1e´t(XVQ,Q,OE)(1)
) → HomkE [G] (M,H1e´t(XVQ,Q, kE)(1))
↓
H2
(
G,HomkE
(
M,H0e´t(XVQ,Q, kE)(1)
))
avec XQ et F comme dans la preuve du lemme 3.6.2. Comme la ligne du haut et
la colonne de droite sont exactes et que l’action de Gal(Q/F ) sur H2e´t(XQ,Q,F)
et H0e´t(XVQ,Q, kE(1)) se factorise par Gal(Q/F )
ab, on a (comme dans la partie (v)
de la preuve du lemme 3.6.2) que l’application compose´e :
H1e´t(XQ,Q,F) −→ H1e´t(XQ,Q,F/̟E) −→ HomkE [G]
(
M,H1e´t(XVQ,Q, kE)(1)
)
mQ
est surjective, et donc qu’il en est de meˆme de :
CQ,mQ = HomOE [G]
(
M,H1e´t(XVQ,Q,OE)(1)
)
mQ
−→
HomkE [G]
(
M,H1e´t(XVQ,Q, kE)(1)
)
mQ
.
On en de´duit avec ce qui pre´ce`de que :
Cm/̟E −→ HomkE [G]
(
M,H1e´t(XV,Q, kE)(1)
)
m
est un isomorphisme et donc que :
dimkE HomkE [G]
(
M,H1e´t(XV,Q, kE)(1)
)
[m] = dimkE(Cm/̟E)[m] = 2.
Montrons maintenant que HomkE [Uv](M v, πD,v(ρ)) a dimension 1. Par [8,
Lem.4.6] et [8, Lem.4.10] (aux changements de convention pre`s, cf. § 3.1), on a
l’isomorphisme d’e´valuation ([8, Lem.4.11]) :
ρ⊗kE πD(ρ)V ∼→ H1e´t(XV,Q, kE)(1)[mΣρ ]
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ou` mΣρ est l’ide´al de kE[Tw, Sw]w 6∈Σ engendre´ par les e´le´ments Tw−N(w) tr(ρ(Frw))
et Sw −N(w) det(ρ(Frw)) pour w 6∈ Σ. On a donc les identifications par (28) :
ρ⊗kEHomkE [Uv](Mv, πD,v(ρ)) = ρ⊗kE HomkE [U ](Mv ⊗kE M
v
, πD(ρ))[m
′]
=HomkE [U/V ](M v ⊗kE M
v
, ρ⊗kE πD(ρ)V )[m′]
=HomkE [U/V ]
(
M,H1e´t(XV,Q, kE)(1)[m
Σ
ρ ]
)
[m′]
=HomkE [G]
(
M,H1e´t(XV,Q, kE)(1)
)
[m]
ou`, dans la dernie`re e´galite´, on a identifie´ l’action des ope´rateurs Sw avec celle
des e´le´ments correspondants de G = UA×F,f/V F
×. Comme on vient de montrer
que ce dernier espace a dimension 2, on en de´duit que HomkE [Uv](M v, πD,v(ρ)) a
dimension 1, ou encore par re´ciprocite´ de Frobenius :
dimkE HomkE [GL2(OFv )]
(
ind
GL2(OFv )
I(OFv ) η
′(∅)⊗ η(∅), πD,v(ρ)
)
= 1.
Par le lemme 2.1.4, le seul constituant de ind
GL2(OFv )
I(OFv ) η
′(∅) ⊗ η(∅) qui est dans
D(ρ|Gal(Fv/Fv)) est son co-socle τ(∅). Le the´ore`me 3.1.1 implique alors que les
homomorphismes :
ind
GL2(OFv )
I(OFv ) η
′(∅)⊗ η(∅) −→ πD,v(ρ)
sont exactement ceux qui se factorisent par le co-socle τ(∅). On en de´duit que
HomkE [GL2(OFv )](τ(∅), πD,v(ρ)) a aussi dimension 1.
(ii) Par la proposition 3.5.3, on a C(J)m 6= 0 et l’injection :
C(J)m/̟E →֒ HomkE [G]
(
M(J), H1e´t(XV,Q, kE)(1)
)
m
implique donc en particulier HomkE [G]
(
M(J), H1e´t(XV,Q, kE)(1)
)
[m] 6= 0. On
montre comme dans le (i) ci-dessus l’identification :
ρ⊗kE HomkE [Uv]
(
Mv(J), πD,v(ρ)
) ∼= HomkE [G] (M(J), H1e´t(XV,Q, kE)(1))[m].
On voit donc que :
HomkE [GL2(OFv )]
(
ind
GL2(OFv )
I(OFv ) η
′(J)⊗ η(J), πD,v(ρ)
)
= HomkE [Uv]
(
Mv(J), πD,v(ρ)
)
est non nul. La dernie`re assertion de´coule du lemme 2.1.4 et du the´ore`me 3.1.1.
Remarque 3.7.2. — Cheng dans [12, Thm.4.1, Thm.5.3] de´montre des
re´sultats similaires aux the´ore`mes 3.6.3 et 3.7.1(i) ci-dessus, mais sous des
hypothe`ses techniques diffe´rentes. Les principales diffe´rences sont les suivantes :
d’une part l’hypothe`se que les repre´sentations ρ|Gal(Fw/Fw) sont re´ductibles non
scalaires pour w|p est remplace´e par EndkE [Gal(Fw/Fw)](ρ|Gal(Fw/Fw)) = kE et Fw
non ramifie´e, d’autre part tous les poids de Serre re´guliers de ρ|Gal(Fw/Fw) sont
conside´re´s (a` toutes les places w|p) au lieu du poids de Serre particulier τ(∅)
conside´re´ ici. Notons que la condition que ρ|Gal(Fw/Fw) a un poids de Serre
re´gulier au sens de [12] est plus forte que la ge´ne´ricite´ au sens de [5, Def.11.7].
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Les hypothe`ses impose´es dans [12] aux places w ne divisant pas p sont par
ailleurs plus restrictives que celles de cet article.
Remarque 3.7.3. — Dans le tre`s re´cent travail [20], Emerton, Gee and
Savitt montrent une variante de [15, Conj.B.1] qui entraˆıne en particulier
que le the´ore`me 3.7.1(i) est vrai en remplac¸ant τ(∅) par un quelconque poids
de Serre τ ∈ D(ρ|Gal(Fv/Fv)), et aussi que l’espace des homomorphismes du
the´ore`me 3.7.1(ii) est de dimension 1 pour tout J ⊆ Sv (sous l’hypothe`se que F
est non ramifie´e en p et que ρ|Gal(Fw/Fw) est ge´ne´rique pour tout w|p).
On en de´duit maintenant le corollaire satisfaisant suivant.
Corollaire 3.7.4. — Si la repre´sentation πD(ρ) se factorise comme en (26) (cf.
§ 3.1), alors la repre´sentation πD,v(ρ) de´f= HomkE [Uv]
(
M
v
, πD(ρ)
)
[m′] (c’est-a`-dire
de´finie comme en (28), cf. § 3.3) est ne´cessairement le facteur local en v de
πD(ρ).
De´monstration. — Si l’on a πD(ρ) ∼= ⊗′wπ′D,w(ρ) pour π′D,w(ρ) repre´sentation lisse
admissible de D×w sur kE, alors πD,v(ρ) ∼= X ⊗kE π′D,v(ρ) ou` :
X
de´f
= HomkE [Uv]
(
M
v
,⊗′w 6=vπ′D,w(ρ)
)
[m′]
(avec action triviale de GL2(Fv)). On en de´duit par le the´ore`me 3.7.1(i) que le
kE-espace vectoriel :
X ⊗kE HomkE [GL2(OFv )]
(
τ(∅), π′D,v(ρ)
)
= HomkE [GL2(OFv )]
(
τ(∅), πD,v(ρ)
)
est de dimension 1. Il en est donc de meˆme du kE-espace vectoriel X .
Corollaire 3.7.5. — La repre´sentation lisse admissible πD,v(ρ) ve´rifie les hy-
pothe`ses de la proposition 2.6.1 (pour la repre´sentation locale ρ|Gal(Fv/Fv)) pour
tout J ⊆ Sv tel que Z(ρ|Gal(Fv/Fv)) ∩ F (J) = ∅.
De´monstration. — L’hypothe`se (i) re´sulte du the´ore`me 3.7.1(i), l’hypothe`se (ii)
du the´ore`me 3.1.1 et du lemme 2.1.4, et l’hypothe`se (iii) du the´ore`me 3.7.1(ii) et
de l’hypothe`se (ii).
Remarque 3.7.6. — Il suit de [20] que la repre´sentation πD,v(ρ) ve´rifie les hy-
pothe`ses de la proposition 2.6.3 (pour ρ|Gal(Fv/Fv)), ce qui contient strictement le
corollaire 3.7.5 (voir la remarque 3.7.3).
Par le corollaire 3.7.5 et la proposition 2.6.1, pour tout J ⊆ Sv tel que
Z(ρ|Gal(Fv/Fv)) ∩ F (J) = ∅ la repre´sentation πD,v(ρ) fournit donc un invariant
x(J) ∈ k×E . Pour une repre´sentation (lisse avec caracte`re central) arbitraire π de
GL2(L) sur kE ve´rifiant les hypothe`ses de la proposition 2.6.1, ces x(J) peuvent
eˆtre essentiellement quelconques (cf. § 2.6).
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Corollaire 3.7.7. — Pour J ⊆ Sv tel que Z(ρ|Gal(Fv/Fv)) ∩ F (J) = ∅, les in-
variants x(J) ∈ k×E de la repre´sentation πD,v(ρ) sont donne´s par :
x(J) = −ξ′v(−1)
(∏
σ∈J
αv,σ
∏
σ/∈J
βv,σ
)−1
∏
σ∈J
σ◦ϕ−1 /∈J
xv,σ(rv,σ + 1)
∏
σ/∈J
σ◦ϕ−1∈J
xv,σ(rv,σ + 1)
avec (αv,σ)σ∈Sv , (βv,σ)σ∈Sv et (xv,σ)σ∈Sv comme en (1) pour le module de Fontaine-
Laffaille contravariant de ρ|Gal(Fv/Fv) ⊗ θ−1v (cf. (29)).
De´monstration. — On va appliquer le corollaire 2.6.5 a` J et π = πD,v(ρ), il faut
donc ve´rifier toutes les conditions de ce corollaire. Notons qu’il suffit de de´montrer
l’e´galite´ du corollaire dans n’importe quelle extension finie de kE, et on peut donc
agrandir arbitrairement E dans l’application du corollaire 2.6.5, ce que l’on fait
de manie`re tacite dans la suite de la preuve.
Soit π une repre´sentation automorphe de (D ⊗ A)× telle que ρπ contribue a`
Qp ⊗OE C(J)m comme dans la proposition 3.5.3. Comme dans la preuve de la
proposition 3.5.1 (pour Q = ∅), on voit que l’on a HomOE [Uv](Mv,Qp ⊗Q πf ) ∼=
Qp ⊗Q πv ou` πv est le facteur local de π en v, ou` S et Uv sont comme au § 3.3 et
Mv = ⊗w∈SMw avec Mw comme au § 3.5. Soit π0 un OE-re´seau de πf comme en
(27), alors HomOE [Uv](M
v, π0) est un OE-re´seau π0v de πv (stable par GL2(Fv)) et
le OE-module :
HomOE [U ](M(J), π
0) = HomOE [Uv](Mv(J), π
0
v) 6= 0
est non nul, donc libre de rang 1. On note v̂ ∈ π0v un ge´ne´rateur du sous-
OE-module (de rang 1) des e´le´ments de π0v sur lesquels Uv agit par le caracte`re
Mv(J) = η
′(J)⊗ η(J).
L’injection naturelle π0
de´f
= kE ⊗OE π0 →֒ πD(ρ) (lemme 3.1.2) induit une injec-
tion HomkE [Uv](M
v
, π0) →֒ HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ)) qui, par construction, tombe
dans HomkE [Uv](M
v
, πD(ρ))[m
′] = πD,v(ρ). On a ainsi des injections :
kE ⊗OE π0v = HomOE [Uv](Mv, π0)/̟E →֒ HomkE [Uv](M
v
, π0) →֒ πD,v(ρ)
de sorte que l’image de v̂ dans πD,v(ρ) est non nulle.
Le fait que ρ0π|Gal(Fv/Fv) ∼= HomFil1,ϕ1(M, Âcris)∨(1) (ou` ρ0π est unOE-re´seau sta-
ble par Gal(Q/F ) dans ρπ) pour un (unique) OE-module fortement divisible M
de type η(J)⊗η′(J) provient de HomOE [Uv](Mv(J), πv) 6= 0 et de la compatibilite´
avec la correspondance de Langlands locale ([37]).
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On peut donc appliquer le corollaire 2.6.5 avec J , πD,v(ρ), M, π0v et v̂, ce qui
donne le re´sultat (le lecteur pourra ve´rifier sur toutes nos normalisations que la
repre´sentation πv est bien alors la repre´sentation πp du the´ore`me 2.5.2).
Remarque 3.7.8. — (i) Notons que les valeurs des x(J) du corollaire 3.7.7
ne de´pendent que de ρ|Gal(Fv/Fv). Lorsque la repre´sentation πD,v(ρ) ve´rifie les
hypothe`ses de la proposition 2.6.3 pour ρ|Gal(Fv/Fv) (ce qui est maintenant connu
par [20], cf. la remarque 3.7.6) et que Z(ρ|Gal(Fv/Fv)) 6= ∅, il existe par les re´sultats
de [5] de nombreux autres invariants que l’on peut associer a` πD,v(ρ), par exemple
les invariants “cycliques” de [3, Ques.9.5] lorsque ρ|Gal(Fv/Fv) est (ge´ne´rique) semi-
simple. Nous ignorons comment calculer ces invariants cycliques en ge´ne´ral, mais
on peut se demander si leurs valeurs conjecturales explicite´es dans [3, Ques.9.5]
ne seraient pas aussi celles donne´es par πD,v(ρ). Voir a` ce propos les re´sultats de
[29].
(ii) Il est vraisemblable que le corollaire 3.7.7 reste valable dans le cas ou` les rv,σ
sont tous nuls mais ou` ρ|Gal(Fv/Fv)⊗ θ−1v est suppose´e de plus dans la cate´gorie de
Fontaine-Laffaille.
4. Appendice : Re´ductions de K-types
On donne des formules explicites pour la semi-simplification modulo p de tous
les K-types pour GL2(L) ou` L/Qp est une extension finie quelconque.
On note M l’extension quadratique non ramifie´e de L, σ l’e´le´ment non trivial
de Gal(M/L) et Fq, Fq2 les corps re´siduels de L et M . On note IL le sous-groupe
d’inertie de Gal(Qp/L), ̟L une uniformisante de L et vL la valuation sur L telle
que vL(̟L) = 1.
On rappelle que I1(OL) ⊂ GL2(OL) est le pro-p-sous-groupe de Sylow du sous-
groupe d’Iwahori I(OL) des matrices triangulaires supe´rieures modulo une uni-
formisante ̟L de OL. On note I(Fq) ⊂ GL2(Fq) le sous-groupe des matrices tri-
angulaires supe´rieures et I1(Fq) son p-sous-groupe de Sylow. Pour n ≥ 1, on note
I(n) le sous-groupe de I(OL) des matrices triangulaires supe´rieures modulo ̟nL
et I1(n) son pro-p-sous-groupe de Sylow (donc I(1) = I(OL) et I1(1) = I1(OL)).
Pour un groupe profini G contenant un pro-p-sous-groupe ouvert et pour Λ ∈
{E, kE}, on note RΛ(G) le groupe de Grothendieck des repre´sentations (lisses de
dimension finie) de G sur Λ. Rappelons que RkE(G)
∼= RkE(G/N) pour tout pro-
p-sous-groupe normale N de G, et qu’un e´le´ment de RkE(G) est de´termine´ par son
caracte`re de Brauer, qui est une fonction a` valeurs dans OE (pour E suffisamment
grand) sur l’ensemble des classes de conjugaison p-re´gulie`res de G (ou de G/N).
Si ϑ ∈ RE(G), on note ϑ l’e´le´ment dans RkE(G) donne´ par la re´duction de ϑ.
Rappelons que le caracte`re de Brauer de ϑ est juste la restriction du caracte`re
de ϑ a` l’ensemble des e´le´ments p-re´guliers de G. On suppose toujours que E est
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suffisamment grand pour que tous les caracte`res de Brauer prennent leurs valeurs
dans OE et que toutes les repre´sentations irre´ductibles de G en caracte´ristique p
soient de´finies sur kE.
Pour un caracte`re ξ : F×q2 → k×E , on note ϑ(ξ) l’image dans RkE(GL2(Fq)) (ou
dans RkE(GL2(OL))) de la re´duction de la repre´sentation irre´ductible de GL2(Fq)
de degre´ q − 1 sur E associe´e a` [ξ] si ξq 6= ξ ou bien de ([χ] ◦ det) ⊗ (Sp − 1) ∈
RE(GL2(Fq)) si ξ = χ ◦ NFq2/Fq (ou` Sp de´signe la repre´sentation spe´ciale de
GL2(Fq) sur E). Le caracte`re de Brauer de ϑ(ξ) (sur les classes de conjugaison
p-re´gulie`res de GL2(Fq)) envoie donc la classe de g vers (q−1)[ξ(c)] si g = c ∈ F×q ,
vers −[ξ(c)]− [ξ(c)]q si g a pour valeurs propres c, cq ∈ F×q2 \ F×q , et vers 0 sinon.
Si [r,N ] est un type de Weil-Deligne (cf. § 3.2), on de´finit son conducteur
essentiel comme le conducteur minimal parmi tous ses tordus par des caracte`res.
On note d’abord la formule suivante :
Lemme 4.1. — Pour tout caracte`re ψ : F×q → k×E , on a :∑
ξ
Θ(ξ) = ind
GL2(Fq)
F×q I1(Fq)
ψ =
∑
τ
mτ τ
dans RkE(GL2(Fq)), ou` la premie`re somme est sur tous les caracte`res ξ : F
×
q2 →
k×E tels que ψ = ξ|F×q , ou` la deuxie`me somme est sur toutes les repre´sentations
irre´ductibles τ de GL2(Fq) sur kE de caracte`re central ψ et ou` :
mτ
de´f
=
{
2val(q)−val(dim τ) si dim τ > 1
2val(q) − 1 si dim τ = 1.
De´monstration. — Pour de´montrer la premie`re e´galite´, on ve´rifie facilement que
les deux sommes ont meˆme caracte`re de Brauer, qui envoie g vers (q2 − 1)[ψ(g)]
pour g ∈ F×q et vers 0 sinon. Il suffit de de´montrer la seconde e´galite´ en sommant
sur tous les caracte`res centraux possibles ψ : F×q → k×E , i.e. de de´montrer :∑
χ,χ′
ind
GL2(Fq)
I(Fq)
χ⊗ χ′ =
∑
τ
mττ
ou` la premie`re somme est sur tous les caracte`res χ, χ′ : F×q → k×E et la deuxie`me
somme est sur toutes les repre´sentations irre´ductibles τ de GL2(Fq) sur kE.
Comme les constituants irre´ductibles de chaque ind
GL2(Fq)
I(Fq)
χ ⊗ χ′ sont distincts,
on doit montrer que mτ = m
′
τ ou` m
′
τ est le nombre de paires ordonne´es (χ, χ
′)
telles que τ est un constituant de ind
GL2(Fq)
I(Fq)
χ⊗χ′. Quitte a` tordre par une puis-
sance de det, on peut supposer τ = ⊗σ∈S(Symrσ k2E)σ ou` S est l’ensemble des
plongements Fq →֒ kE. Par [17, Prop.1.1], m′τ est le nombre de sous-ensembles
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J ⊂ S tels que les e´quations :
rσ = cσ si σ ∈ J et σ ◦ ϕ−1 ∈ J
rσ = cσ − 1 si σ ∈ J et σ ◦ ϕ−1 /∈ J
rσ = p− 2− cσ si σ /∈ J et σ ◦ ϕ−1 ∈ J
rσ = p− 1− cσ si σ /∈ J et σ ◦ ϕ−1 /∈ J
aient une solution avec 0 ≤ cσ ≤ p−1 pour tout σ ∈ S et au moins un cσ < p−1.
On trouve qu’il y a une solution si et seulement si J est tel que :
(i) {σ, rσ = p− 1} ∩ F (J) = ∅ (ou` F (J) est comme en (5))
(ii) si rσ = p− 1 pour tout σ ∈ S alors J = ∅
(iii) si rσ = 0 pour tout σ ∈ S alors J 6= ∅.
En se souvenant que dim τ =
∏
σ∈S(rσ + 1), on de´duit facilement mτ = m
′
τ .
On fixe dans la suite un type de Weil-Deligne [r,N ].
Proposition 4.2. — Supposons que r est de´composable, i.e. r|IL = χ1 ⊕ χ2
pour des caracte`res lisses χi : O×L → E×. Soit n le conducteur de χ1/χ2 (i.e. le
conducteur essentiel de [r, 0]) et ϑ un K-type correspondant a` [r, 0] (cf. § 3.2).
(i) Si n = 0, alors ϑ = χ ◦ det ou` χ = χ1 = χ2.
(ii) Si n ≥ 1, alors :
ϑ =
(
ind
GL2(OL)
I(OL) (χ1 ⊗ χ2)
)
+
qn−1 − 1
q − 1 ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ
dans RkE(GL2(OL)), ou` ψ = χ1χ2 est la re´duction du caracte`re central de ϑ.
De´monstration. — Si n = 0 alors χ1 = χ2 et ϑ = χ ◦ det, l’assertion est alors
claire. Si n > 1 et q > 2, alors il y a un unique K-type correspondant a` [r, 0], a`
savoir ϑ = (det ◦χ1)⊗ indGL2(OL)I(n) χ ou` χ (( a bc d ))
de´f
= (χ2/χ1)(d) (cf. [28, § A.2.5]).
On a donc ϑ = ind
GL2(OL)
I(n) res
I(n)
I(OL) χ1 ⊗ χ2. Nous allons montrer la formule de
l’e´nonce´ :
(30) ind
GL2(OL)
I(n) res
I(n)
I(OL) χ1⊗χ2 =
(
ind
GL2(OL)
I(OL) (χ1⊗χ2)
)
+
qn−1 − 1
q − 1 ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ
par re´currence sur n. Le cas n = 1 e´tant clair, on suppose n > 1 et (30) vraie
avec n remplace´ par n− 1. On montre d’abord que :
(31)
ind
I(n−1)
I(n) res
I(n)
I(OL) χ1 ⊗ χ2 = res
I(n−1)
I(OL) χ1 ⊗ χ2 + ind
I(n−1)
O×L I1(n−1)
res
O×L I1(n−1)
I(OL) χ1 ⊗ χ2
dans RkE(I(n−1)). Les classes de conjugaison p-re´gulie`res de I(n−1) sont celles
des matrices
(
[a] 0
0 [d]
)
pour a, d ∈ F×q . La valeur du caracte`re de Brauer sur une
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telle matrice des deux coˆte´s de (31) est donne´e par qχ1([a])χ2([d]) si a = d et par
χ1([a])χ2([d]) si a 6= d. L’e´galite´ (31) et l’hypothe`se de re´currence donnent :
ind
GL2(OL)
I(n) res
I(n)
I(OL) χ1 ⊗ χ2 =
ind
GL2(OL)
I(n−1) res
I(n−1)
I(OL) χ1 ⊗ χ2 + ind
GL2(OL)
O×L I1(n−1)
res
O×L I1(n−1)
I(OL) χ1 ⊗ χ2 =(
ind
GL2(OL)
I(OL) (χ1 ⊗ χ2)
)
+
qn−2 − 1
q − 1 ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ
+ ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ind
O×L I1(OL)
O×L I1(n−1)
res
O×L I1(n−1)
O×L I1(OL)
ψ.
Comme les e´le´ments p-re´guliers deO×L I1(OL) sont centraux et comme [O×L I1(OL) :
O×L I1(n− 1)] = qn−2, on a dans RkE(O×L I1(OL)) :
ind
O×L I1(OL)
O×L I1(n−1)
res
O×L I1(n−1)
O×L I1(OL)
ψ = qn−2ψ
ce qui donne (30). Si n > 1 et q = 2, il y a deux K-types associe´s a` [r, 0], l’un
donne´ par la meˆme formule que dans le cas q > 2, l’autre par son comple´ment
dans det ◦χ1 ⊗ indGL2(OL)I(n+1) resI(n+1)I(n) χ (cf. [28, § A.2.7]). Notons que si q = 2
alors I(n) = I1(n) et χ1, χ2, ψ sont tous triviaux. Le meˆme calcul que dans
le cas q > 2 montre que la re´duction du premier K-type est 2n−1 indGL2(OL)I(OL) ψ
(comme demande´). De plus la re´duction de det ◦χ1 ⊗ indGL2(OL)I(n+1) resI(n+1)I(n) χ est
2n ind
GL2(OL)
I(OL) ψ. On en de´duit que les deux K-types ont meˆme re´duction.
On rappelle que si r est irre´ductible, alors son conducteur essentiel est pair
si et seulement si r est l’induite d’un caracte`re du groupe de Weil de M (voir
par exemple [33, Cor.4.1.9]). Dans ce cas, les re´ductions des K-types sont aussi
conside´re´es dans [39, Thm.2.3], qui donne aussi la formule re´cursive (32) de la
de´monstration ci-dessous.
Proposition 4.3. — Supposons que r est irre´ductible de conducteur essentiel
pair n = 2m (avec m ≥ 1), de sorte que r|IL = ξ ⊕ ξσ pour un caracte`re lisse
ξ : O×M → E× tel que ξ/ξσ est de conducteur m. Soit ϑ le K-type correspondant
a` [r,N ] = [r, 0]. On a :
ϑ = (−1)m−1Θ(ξ) + q
m−1 − (−1)m−1
q + 1
ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ
dans RkE(GL2(OL)), ou` ψ = ξ|O×L est la re´duction du caracte`re central de ϑ.
De´monstration. — Il y a dans ce cas un unique type ϑ associe´ a` [r, 0] dont nous
rappelons la de´finition suivant [26, § 3] (voir [28, § A.3] pour son unicite´). On
identifie M2(L) avec EndL(M) =M ⊕Mσ et M2(OL) avec OM ⊕OMσ. On pose
U0
de´f
= GL2(OL) et on de´finit des sous-groupes ouverts compacts de U0 par :
Ut
de´f
= {a+ bσ, a ∈ O×M , b ∈ ̟tLOM}
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pour t > 0. Quitte a` tordre, on peut supposer que r est lui-meˆme de conducteur
n. Donc pour t ≥ m/2, la formule βξ(a + bσ) = ξ(a) de´finit un caracte`re de Ut.
Alors ϑ = ϑξ = ind
GL2(OL)
U[m/2]
αξ ou` αξ est la restriction a` U[m/2] de la repre´sentation
κξ de´finie en [26, § 3 3]. En particulier, les repre´sentations αµ pour µ 6= µσ sont
de´termine´es par les formules :
(i) αµ ⊗ Sp = indGL2(OL)U1 βµ si m = 1
(ii) αµ = βµ si m est pair
(iii) ind
U(m−1)/2
U(m+1)/2
βµ = ⊕ω 6=1αµω si m > 1 est impair, ou` la somme est sur les
caracte`res non triviaux ω : F×q2/F
×
q → E×.
Pour voir l’unicite´ des αµ dans le cas (iii), on note que
qαµ = (1− q) indU(m−1)/2U(m+1)/2 βµ +
∑
ω 6=1
ind
U(m−1)/2
U(m+1)/2
βµω
dans RE(U(m−1)/2).
On de´montre maintenant la proposition par re´currence sur m. Si m = 1, alors
αξ est pre´cise´ment la repre´sentation irre´ductible de GL2(Fq) associe´e a` ξ et la
proposition est imme´diate dans ce cas. Si m = 2, alors le caracte`re de Brauer de
ϑ = indU0U1 βξ vu comme repre´sentation de GL2(Fq) envoie la classe de conjugaison
d’un e´le´ment p-re´gulier g vers (q − 1)q[ξ(c)] si g = c ∈ F×q , vers [ξ(c)] + [ξσ(c)]
si g a pour valeurs propres c, σ(c) ∈ F×q2 \ F×q , et vers 0 sinon. On en de´duit que
ϑ + Θ(ξ) = ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ (voir la preuve du lemme 4.1). Supposons maintenant
m > 2 et soit ξ′ : O×M → E× tel que ξ′ a meˆme re´duction que ξ mais avec ξ′/(ξ′)σ
de conducteur m− 1. Nous allons montrer que :
(32) ϑξ =
∑
ω 6=1
ϑξ′ω
ou` la somme est sur tous les caracte`res non triviaux ω : F×q2/F
×
q → E×. Si m > 2
est pair, alors βξ = βξ′ et les formules de´finissant les repre´sentations ci-dessus
donnent :
ϑξ = ind
GL2(OL)
U(m−2)/2
ind
U(m−2)/2
Um/2
βξ
= ind
GL2(OL)
U(m−2)/2
ind
U(m−2)/2
Um/2
βξ′ =
∑
ω 6=1
ind
GL2(OL)
U(m−2)/2
αξ′ω =
∑
ω 6=1
ϑξ′ω
comme demande´. Si m > 2 est impair, alors (32) de´coulera de la formule αξ =∑
ω 6=1 βξ′ω dans RkE(U(m−1)/2). Les caracte`res de Brauer des αµ pour µ ∈ {ξω, ω :
F×q2/F
×
q → E×} sont de´termine´s comme ci-dessus par :
ind
U(m−1)/2
U(m+1)/2
βµ =
∑
ω 6=1
αµω.
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Comme βµ = res
U(m+1)/2
U(m−1)/2
βµ′ (ou` µ
′ = ξ′ω si µ = ξω), il suffit de montrer :
(33) ind
U(m−1)/2
U(m+1)/2
res
U(m+1)/2
U(m−1)/2
βµ′ =
∑
ω,η 6=1
βµ′ωη
pour µ′ ∈ {ξ′ω′, ω′ : F×q2/F×q → E×}. Notons que le terme de droite dans (33) est
juste qβξ + (q − 1)
∑
ω 6=1 βξω et que les classes de conjugaison p-re´gulie`res dans
U(m−1)/2 sont pre´cise´ment celles des e´le´ments [c] pour c ∈ F×q2. Le caracte`re de
Brauer du terme de droite dans (33) envoie un tel e´le´ment vers q(q−1)ξ([c]) si c ∈
F×q et vers ξ([c]) sinon. En utilisant le fait que, si c 6∈ F×q et g ∈ U(m−1)/2\U(m+1)/2,
alors g[c]g−1 6∈ U(m+1)/2, on trouve que le caracte`re de Brauer du terme de gauche
dans (33) est le meˆme. Cela termine la preuve de (32). En appliquant (32),
l’hypothe`se de re´currence et le lemme 4.1 donnent alors :
ϑξ =
∑
ω 6=1
ϑξ′ω
= (−1)m−2
∑
ω 6=1
Θ(ξω) + q · q
m−2 − (−1)m−2
q + 1
ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ
= (−1)m−1Θ(ξ) + (−1)m−2 indGL2(OL)O×L I1(OL) ψ +
qm−1 − (−1)m−2q
q + 1
ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ
= (−1)m−1Θ(ξ) + q
m−1 − (−1)m−1
q + 1
ind
GL2(OL)
O×L I1(OL)
ψ.
Proposition 4.4. — Supposons que r est irre´ductible de conducteur essentiel
impair n = 2m+1 (avec m ≥ 1). Soit ϑ le K-type correspondant a` [r,N ] = [r, 0].
On a :
ϑ = qm−1 indGL2(OL)O×L I1(OL)
ψ
dans RkE(GL2(OL)), ou` ψ est la re´duction du caracte`re central de ϑ.
De´monstration. — Il y a dans ce cas un unique type ϑ associe´ a` [r,N ] dont nous
rappelons la de´finition suivant [27, § 5] (voir [28, § 3] pour son unicite´). On
identifie d’abord M2(L) avec EndL(M
′) et M2(OL) avec EndOL(OM ′) pour une
extension quadratique ramifie´eM ′ de L (qui de´pend de r) en chosissant {1, ̟M ′}
comme base de M ′ sur L (ou` ̟M ′ est une uniformisante de M ′). Pour t ≥ 1, on
de´finit des sous-groupes ouverts compacts de GL2(OL) par :
Vt
de´f
= {g ∈ GL2(OL), g(β)− β ∈ β̟tM ′OM ′ si β ∈ OM ′}
de sorte que V1 = I1(OL), [I1(OL) : Vt] = q2(t−1) et OM ′∩Vt = 1+̟tM ′OM ′ , ou` l’on
identifie β ∈ OM ′ avec l’endomorphisme de OM ′ de´fini par la multiplication par β.
La seule chose que l’on a besoin de savoir sur ϑ est qu’il est de la forme ind
GL2(OL)
OM′Vm α
pour un caracte`re α : OM ′Vm → E×. Comme [O×L I1(OL) : OM ′Vm] = qm−1 et
que les classes de conjugaison p-re´gulie`res de OM ′Vm et O×L I1(OL) sont celles des
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e´le´ments [a] pour a ∈ F×q , on voit que le caracte`re de Brauer de indO
×
L I1(OL)
OM′Vm α est
celui de qm−1ψ. Ceci ache`ve la preuve.
Soit maintenant D une alge`bre de quaternions sur L, OD un ordre maximal
dans D, K
de´f
= O×D, Z de´f= O×L et I1 le pro-p sous-groupe de Sylow de K. On note
ΠD une uniformisante de D. On a I1 = 1 + ΠDOD et on pose In de´f= 1 + ΠnDOD
pour n ≥ 1. On choisit un plongement M →֒ D ce qui permet d’identifier les
repre´sentations irre´ductibles de K sur kE avec les caracte`res de K/I1 ∼= F×q2 .
Notons que l’analogue du lemme 4.1 dans ce contexte dit juste que indKZI1 ψ est
la somme des q + 1 caracte`res ξ de caracte`re central ψ.
On fixe un type de Weil-Deligne [r,N ].
Proposition 4.5. — Supposons que N 6= 0, de sorte que r|IL = χ⊕ χ pour un
caracte`re lisse χ : O×L → E×. Soit ϑ le K-type correspondant a` [r,N ]. On a :
ϑ = χ ◦ det .
De´monstration. — C’est clair puisque ϑ = χ ◦ det.
Proposition 4.6. — Supposons que r est irre´ductible de conducteur essentiel
pair n = 2m (avec m ≥ 1), de sorte que r|IL = ξ ⊕ ξσ pour un caracte`re lisse
ξ : O×M → E× tel que ξ/ξσ est de conducteur m. Soit ϑ un K-type correspondant
a` [r,N ] = [r, 0]. On a :
ϑ = (−1)m−1µ+ q
m−1 − (−1)m−1
q + 1
indKZI1 ψ
dans RkE(K), ou` µ ∈ {ξ, ξσ} et ψ = ξ|O×L est la re´duction du caracte`re central de
ϑ.
De´monstration. — Dans ce cas la construction de [26, § 5] montre qu’il y a deux
types associe´s a` r, chacun de´termine´ par un choix de µ ∈ {ξ, ξσ}. La de´finition des
types est analogue a` celle pour GL2(OL), mais avec le roˆle des parite´s inverse´. En
particulier, si m est impair, alors ϑ est induit d’un caracte`re αµ : O×MIm → E×, et
si m est pair, alors ϑ est induit d’une repre´sentation de dimension q de O×MIm−1.
On omet la preuve de la proposition, qui est tre`s similaire a` celle de la proposition
4.3.
Proposition 4.7. — Supposons que r est irre´ductible de conducteur essentiel
impair n = 2m+1 (avec m ≥ 1). Soit ϑ le K-type correspondant a` [r,N ] = [r, 0].
On a :
ϑ = qm−1 indKZI1 ψ
dans RkE(K), ou` ψ est la re´duction du caracte`re central de ϑ.
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De´monstration. — Ici encore on omet la preuve car elle est tre`s similaire a` celle
de la proposition 4.4 en utilisant [7, § 54] pour de´terminer le type, qui est unique
dans ce cas et est induit d’un caracte`re de O×M ′Im pour une extension quadratique
ramifie´e M ′ de L plonge´e dans D.
Remarque 4.8. — Dans ce cas des alge`bres de quaternions, des re´sultats si-
milaires (re´dige´s avec plus de de´tails) ont e´te´ aussi re´cemment obtenus par Toki-
moto ([44]).
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